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Popis oznaka

Oznaka, "
mjerna jedinica Opis
o mm duljina dijela nosaca, karakteristi¢ni radijus prijelaza mjerodavan
’ za zareznu osjetljivost za neki materijal
A, mm? plostina popre¢nog presjeka nosaca
b, mm $irina profila, $irina popre¢nog presjeka
¢, mm duljina dijela nosaca
C, mm konstanta integracije
C, mm? konstanta nakon prvog koraka integracije
C, mm? konstanta nakon drugog koraka integracije
C, mm" konstanta nakon treceg koraka integracije
C, mm konstanta nakon Cetvrtog koraka integracije
d, mm promjer osovine, vratila, duljina dijela nosaca
d, mm unutra$nji promjer cijevi
ds, mm diferencijal lu¢ne mjere duljine
du,J diferencijal unutrasnje energije
dV, m? diferencijal volumena
dw, mm diferencijal progiba
dw,J diferencijal rada
dx, mm diferencijal koordinate
dy, mm diferencijal koordinate
dz, mm diferencijal koordinate
dw derivacija progiba, nagib tangente
dx
d*w druga derivacija progiba, zakrivljenost krivulje
de
D, mm promjer remenice, tarenice, vanjski promjer cijevi
D, mm promjer remenice 1
D,, mm promjer remenice 2
da, rad diferencijal kuta
e, mm udaljenost teziSnice presjeka od pravca djelovanja sile
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Zbirka rijesenih zadataka iz Cvrstoée I

Oznaka, Onpis
mjerna jedinica P
E, N/mm* modul elasti¢nosti
1. faktor sigurnosti pri dinamic¢kom naprezanju
¥ funkcija ovisnosti najmanjeg dopustenog naprezanja o srednjem
! naprezanju
f funkcija ovisnosti najve¢eg dopustenog naprezanja o srednjem
2 naprezanju
F,N sila
F(t),N vremenski promjenjiva sila
F N amplituda vremenski promjenjive sile (pri dinami¢kom
@ opteredenju)
F,N sila na mjestu B na nosac¢u
F,»N dopustena sila pri izvijanju Stapa
F,N kriti¢na sila pri izvijanju Stapa
F N srednja vrijednost vremenski promjenjive sile (pri dinamickom
m opterecenju)
obodna sila na remenici 1
(E) ) I N
obodna sila na remenici 2
(EJ )2 N
F,N reaktivna sila pri izvijanju $tapa uslijed temperaturnog Sirenja
F,N sila na pravcu osi z
F,N sila koja djeluje na nosac
F,N sila koja djeluje na stap
F,N sila koja djeluje na stap
F' N reakcija u lezaju A na pravcu osi y
A b
F' N reakcija u leZaju A na pravcu osi z
A b
FY N reakcija u lezaju D na pravcu osi y
D b
F° N reakcija u lezaju D na pravcu osi z
D b
F' N fiktivna reakcija na analognom nosacu u osloncu A na pravcu osi z
Az b
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Oznaka, "
. e Opis
mjerna jedinica
h, mm visina presjeka nosaca
i ., mm minimalni radijus tromosti popre¢nog presjeka nosaca, $tapa
I, mm* aksijalni moment tromosti povrsine popre¢nog presjeka nosaca
I mm minimalni aksijalni moment tromosti povr$ine popre¢nog presjeka
min’ nosaca, Stapa
I mm aksijalni moment tromosti povrsine popre¢nog presjeka nosaca,
’ $tapa, prema osi y
I, mm polarni moment tromosti povrsine popre¢nog presjeka $tapa
k, faktor povrsinske hrapavosti za dinamicku ¢vrsto¢u
k, faktor veli¢ine presjeka za dinamicku ¢vrstocu
I, mm duljina Stapa pri izvijanju
l, mm slobodna duljina izvijanja
L, mm duljina nosaca
L, mm duljina ravnog dijela nosaca
L,, mm duljina ravnog dijela nosaca
M, Nmm moment savijanja na Stapu
M, Nmm moment savijanja oko osi y na $tapu u tocki B
M, ,Nmm rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na Stapu na presjeku B
M, Nmm moment savijanja oko osi y na Stapu u tocki C
M, Nmm moment savijanja na nosacu
M ,Nmm rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na Stapu na presjeku 1
rez,1
M __,Nmm rezultiraju¢i moment savijanja oko osi y na Stapu na presjeku 2
rez,2
M, Nmm moment uvijanja
M, Nmm moment savijanja oko osi y u $tapu
M, Nmm moment savijanja oko osi y u §tapu na presjeku 1
vyl
M ,, Nmm moment savijanja oko osi ¥ u Stapu na presjeku 2
M, Nmm moment savijanja oko osi z u Stapu
M_, Nmm moment savijanja oko osi z u §tapu na presjeku 1
M_, Nmm moment savijanja oko osi z u $tapu na presjeku 2
A moment savijanja oko osi y prema tocki A na dijelu konstrukcije 3
M ;, Nmm
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Zbirka rijesenih zadataka iz Cvrstoée I

Oznaka, "
. e Opis
mjerna jedinica
MA N moment savijanja oko osi z prema toc¢ki A na dijelu konstrukcije 3
5> Nmm
A moment savijanja u tocki A
M., Nmm jan)
C moment savijanj cki
ME, Nmm oment savijanja u tocki C
¢ moment uvijanja u to¢ki C
M, Nmm Jan)
ME ekvivalentni moment u to¢ki C
eky » Nmm
mplituda momenta savijanja pri dinami¢kom naprezanj
M?®,Nmm amplitud enta savijanja pri d ¢ko prezanju
amplituda momenta uvijanja pri dinami¢kom naprezanju
M}, Nmm P jamja p prezan)
srednja vrijednost momenta savijanja pri dinami¢ckom naprezanju
M, Nmm ja v janja p p )
M™ Nmm srednja vrijednost momenta uvijanja pri dinami¢ckom naprezanju
T b
M, mm fiktivni moment na analognom nosacu
M fiktivni moment na analognom nosacu u tocki A
A>Mm
X S . o
M, mm fiktivni moment na analognom nosacu u tocki B
n broj poluvalova sinusiode
7, min’! brzina vrtnje rotora
N broj ciklusa opterecenja pri dinami¢kom naprezanju
p, Pa tlak fluida u cijevi
P,W snaga koju prenosi vratilo
. faktor asimetri¢nosti ciklusa naprezanja pri dinamickom
naprezanju
- mm prijelazni radijus na $tapu pri dinamickom naprezanju, udaljenost
’ od neutralne osi pri savijanju
7, mm radijus remenice 1
7, mm radijus remenice 2
R, mm visina brazde na povrsini obradenog dijela
t
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Oznaka, "
mjerna jedinica Opis
q faktor zarezne osjetljivosti materijala pri dinamickom naprezanju
q, N/mm raspodijeljeno opterecenje na nosacu
q, N/mm zadana vrijednost raspodijeljenog optere¢enja na nosacu
q, mm’ raspodijeljeno opterecenje analogne grede
Q,N poprecna sila na presjeku nosaca
Q popre¢na fiktivna sila analogne grede
0. poprecna fiktivna sila u to¢ki A analogne grede na presjeku
Q; poprecna fiktivna sila u tocki B analogne grede na presjeku
s, mm krivocrtna duljinska mjera, debljina stijenke cijevi
S faktor sigurnosti pri izvijanju
t,s vrijeme
T, Nmm moment uvijanja na Stapu
U] energija deformiranja
Uyl gustoca energije deformiranja
V, m? volumen
w, mm progib nosaca
w,, mm progib nosaca u tocki A
w_ ., mm najvedi progib nosaca
progib nosaca u toc¢ki B uslijed djelovanja raspodijeljenog
wy' , mm opterecenja q,
Wg mm progib nosaca u tocki B uslijed djelovanja sile F
w  mm progib nosaca u toc¢ki B uslijed djelovanja sprega M
W,] rad naprezanja na elementarnom volumenu materijala
W, mm’ aksijalni moment otpora popre¢nog presjeka nosaca
W, mm’ polarni moment otpora poprec¢nog presjeka nosaca
Z, mm koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
X, mm koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
y, mm koordinata u Descarteovom koordinatnom sustavu
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Oznaka, Onpis
mjerna jedinica P
a kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju
a,K! koeficijent temperaturnog $irenja materijala
a najveci kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju
max
a faktor koncentracije naprezanja
k
a efektivni faktor koncentracije naprezanja
k,ef
a teorijski, geometrijski faktor koncentracije naprezanja
kit
a kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki A
A
a kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u to¢ki B
B
kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki B uslijed djelovanja
ag’ raspodijeljenog opterecenja g,
kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki B uslijed djelovanja
ay sile F
kut zakreta tangente na elasti¢nu liniju u tocki B uslijed djelovanja
ay sprega M
kutna deformacija
}/ Xy
kutna deformacija
Yy
kutna deformacija
7/ZX
AF ,N promjena sile
AL mm promjena duljine $tapa uslijed djelovanja sile
ALY mm promjena duljine $tapa uslijed promjene temperature
A9, °C promjena temperature
e duljinska deformacija u smjeru osi x
X
c duljinska deformacija u smjeru osi y

Strucni studij Strojarstva
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Oznaka, Opis
mjerna jedinica
e duljinska deformacija u smjeru osi z
Sy dopustena duljinska deformacija
9,°C relativna temperatura u stupnjevima Celzijusa
K, m! zakrivljenost elasti¢ne linije nosaca
) vitkost $tapa pri izvijanju
grani¢na vitkost $tapa pri izvijanju pri granici elasti¢nosti

A (Eulerova hiperbola)
A granicna vitkost Stapa pri izvijanju na granici Tetmayerovog pravca
v Poissonov faktor
p,m radijus zakrivljenosti elasti¢ne linije nosaca
o, , N/mm? amplituda dinamickog naprezanja

2
Oop > N/mm

dopusteno naprezanje

o, , N/mm’

naprezanje pri granici elasti¢nosti (plasti¢nog tec¢enja)

2
O, » N/mm

ekvivalentno naprezanje pri slozenom stanju naprezanja

2
Oy, » N/mm

kriti¢no naprezanje pri izvijanju Stapa

o, > N/mm?

srednja vrijednost dinamickog naprezanja

2
Oy » N/mm

staticka ¢vrstoca (pri rastezanju, ,vla¢na” ¢vrstoca)

o, N/mm?

max

najvece naprezanje, najvece dinamicko naprezanje

2
O in » N/mm

najmanje dinamicko naprezanje

O, N/mm?

naprezanje (granica) proporcionalnosti

Op > N/mm?

naprezanje na granici Tetmayerovog pravca pri izvijanju Stapa

12
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Oznaka, Onpis
mjerna jedinica P
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi x
&, N/mm? P prezanja u smj
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi
o, N/mm? p p ) ) Y
normalna komponenta naprezanja u smjeru osi z
0., N/mm? P prezan) )
o, , N/mm? karakteristi¢no naprezanje pri izvijanju $tapa
o, N/mm’ najvece glavno naprezanje
&, N/mm’ srednje glavno naprezanje
&y » N/mm’ najmanje glavno naprezanje
N/mm? amplituda ekvivalentnog naprezanja pri dinamickom naprezanju
o-a,ekv > mm
srednja vrijednost ekvivalentnog naprezanja pri dinamickom
O ek » N/mm? naprezanju
2 najvece normalno naprezanje u tocki B
O 5 max » N/Mm
N/mm? dinamicka (trajna) ¢vrstoca za izmjeni¢ni ciklus naprezanja
_1 b

d
O.n) N/mm?

vremenska ¢vrstoca za ciklus faktora asimetri¢nosti ,,r’, pri ,N”
ciklusa naprezanja

Grd * N/mm?

dinamicka (trajna) ¢vrstoca za ciklus faktora asimetri¢nosti ,r’, za
» . 14 .
,X_ vrstu (oblik) optereéenja

B 2
O oy, npn » N/mm

ekvivalentno naprezanje u tocki B prema teoriji najveéeg
posmicnog naprezanja

dx 2
O\ dop? N/mm

>

dopusteno najvece naprezanje za ciklus faktora asimetri¢nosti ,,r’,
za X vrstu (oblik) opterecenja

(O‘l )a , N/mm?

normalno naprezanje na prvom dijelu $tapa

(O‘f )a , N/mm?

normalno naprezanje na drugom dijelu $tapa

(O'i )a » N/mm?

normalno naprezanje na tre¢em dijelu tapa

Strucni studij Strojarstva
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Oznaka,

mjerna jedinica Opis

najvece normalno naprezanje na prvom dijelu $tapa samo uslijed
' > N/mm? | savijanja

max

najmanje normalno naprezanje na prvom dijelu $tapa samo uslijed
N/mm? | savijanja

najvece normalno naprezanje na drugom dijelu $tapa samo uslijed

najmanje normalno naprezanje na drugom dijelu $tapa samo
N/mm? | uslijed savijanja

ol )' N/mm? | savijanja
) najvece normalno naprezanje na prvom dijelu $tapa

najmanje normalno naprezanje na prvom dijelu $tapa

najvece normalno naprezanje na drugom dijelu $tapa

najmanje normalno naprezanje na drugom dijelu Stapa

o N/mm? cirkularno (u ,,kruznom” smjeru) naprezanje u stijenci cijevi
b
2 najvele posmi¢no naprezanje uslijed uvijanja (torzije)
Ty » N/mMm ) p P ) ) jan) )
N/mm? najvece posmicno naprezanje uslijed uvijanja (torzije) u tocki B

T 1B max > DN/ TIM

2 posmi¢na komponenta naprezanja
Ty N/mm

) posmi¢na komponenta naprezanja
7., N/mm

2 osmic¢na komponenta naprezanja
7., N/mm p P P )
W, m’! karakteristi¢na veli¢ina jednadzbe ravnoteze pri izvijanju Stapa
Q,s! kruzna frekvencija uzbudne sile pri dinamickom naprezanju

14 Veleuciliste u Karloveu




Zbirka rijesenih zadataka iz Cvrstoée I

PREDGOVOR

Ova je zbirka nastala na osnovi plana kolegija Cvrstoca I iz 2020. godine koji se
izvodi na Veleucilistu u Karlovcu. Iz sada ve¢ vise od desetljeca autorova iskustva u
nastavi kolegija Cvrstoca I proizlazi skup primjera kao, nadam se, najve¢a pomo¢
studentima u svladavanju sadrzaja kolegija, ili bolje re¢eno, svladavanju osnova
¢vrstoce elasticnih tijela (Stapova). Teorijske podloge dostupne su u mnogim
izdanjima, i to profesora (nastavnika) s Fakulteta strojarstva i brodogradnje (FSB)
Sveucilista u Zagrebu, Strojarskog fakulteta u Slavonskom Brodu Sveucilista u
Osijeku, Tehnickog fakulteta u Rijeci i dr. Odabir pojedinih poglavlja prilagoden
je planu kolegija Cvrsto¢a 1 koji autor predaje na Veleudilistu u Karlovcu.
Znacajan utjecaj na nastajanje i pisanje ove zbirke je autorovo iskustvo u nastavi
na Katedri za mehaniku i ¢vrsto¢u Fakulteta strojarstva i brodogradnje u Zagrebu
i na Veleucilistu u Karlovcu. Suradnja sa svim nastavnicima Katedre za mehaniku
i ¢vrstocu i Zavoda za tehnicku mehaniku Fakulteta strojarstva i brodogradnje
uvelike je doprinijela nastavnoj djelatnosti autora, a time i nastajanju ove zbirke.

U zbirci su ukratko opisane teorijske osnove prije samog opisa rjesavanja
primjera. Obuhvacena su sljedeca poglavlja ¢vrstoce: naprezanje — komponente
i glavna naprezanja, Hookeov zakon za homogene i izotropne materijale,
temperaturne deformacije, jednostavni Stapovi optereceni uzduznim centri¢nim
silama (aksijalno optereceni), Stapne staticki neodredene konstrukcije, uvijanje
(torzija) Stapova okruglog presjeka i savijanje tankih $tapova (nosaca). Primjeri
se konceptualno oslanjanju na udzbenik i nastavu prof. dr. sc. Ive Alfirevi¢a, no
opseg sadrzaja je smanjen i prilagoden planu kolegija Cvrstoca I koji se izvodi
na Veleuc¢ilistu u Karlovcu. Numericki primjeri osmisljeni su tako da posluze
litatelju za provjeru usvojenih teorijskih postavki u pojedinom poglavlju. Zelim
istaknuti kako je temelj ili nuzni uvjet za svladavanje principa i spoznaja ¢vrstoce
poznavanje teorijskih osnova mehanike krutih tijela, drugim rijecima, statike.
Podrazumijeva se da citatelj moZe samostalno izracunati i nacrtati dijagram
(raspodjelu) uzduzne sile, momenata uvijanja i savijanja za jednostavne $tapove.

U prvom poglavlju Naprezanje - komponente i glavna naprezanja prikazano
je oznacavanje komponenata naprezanja i crtanje komponenata naprezanja na
elementarnu prizmu materijala, infinitezimalni volumen. Prikazan je kratki
opis znacenja transformacije komponenata naprezanja rotacijom koordinatnog
sustava te trazenje ekstremnih normalnih komponenata - glavnih naprezanja.

Strucni studij Strojarstva 15
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U prikazanim numeri¢kim primjerima obradeno je prepoznavanje komponenata
naprezanjanacrtanih na prizmi, zapisivanje u obliku matrice, crtanje komponenata
naprezanja na prizmu iz brojéano zadanih, odredivanje transformiranih
komponenata naprezanja te je obraden i izracun glavnih naprezanja za dvoosno i
troosno stanje naprezanja.

U drugom poglavlju Hookeov zakon za homogene i izotropne materijale
prikazane su jednadzbe ovisnosti komponenata naprezanja o komponentama
deformacije. Prikazani su numericki primjeri deformiranja elasti¢nih blokova
u krutoj okolini (kalupu) prizmati¢nog i cilindri¢nog oblika koji se deformiraju
(popunjavaju kalup) uslijed djelovanja vanjske sile. Prikazan je primjer
temperaturnog $irenja (dilatacije) elasticne prizme u krutom kalupu.

U trecem poglavlju Momenti tromosti (inercije) povrSine - geometrijske
karakteristike presjeka prikazana je teorijska osnova izracuna aksijalnih,
devijacijskog i polarnog momenta tromosti povrsine. Ukratko je opisan znacaj
Steinerovog dodatka. Opisano je izracunavanje glavnih tezi$nih momenata
tromosti presjeka. U numerickim primjerima prikazani su proracuni glavnih
tezi$nih momenata tromosti presjeka dobivenih od jednostavnih geometrijskih
likova (kao zbroj i razlika) te standardnih vruce valjanih profila.

U cetvrtom poglavlju Aksijalno (uzduzno) optereceni Stapovi opisan je nacin
izracunavanja deformiranja Stapova opterecenih centri¢nim uzduznim silama
te temelj dimenzioniranja Stapova. U numerickim primjerima prikazani su
proracuni promjena duljina, dimenzioniranja Stapova te proracun deformiranja
nelinearnog ponasanja uslijed geometrije pri deformiranju Stapova.

U petom poglavlju Staticki neodredeni osno optereceni Stapovi prikazana je
primjena principa superpozicije pri odredivanju reakcija staticki neodredenih
$tapova. Prikazan je proracun dimenzioniranja staticki neodredenih S$tapova
konstantnog i stupnjevanog presjeka te proracun toplinski optere¢enog $tapa.

U $estom poglavlju Stapne konstrukcije prikazan je proracun sila u $tapovima
koji ¢ine staticki neodreden sustav s krutom gredom. Prikazani su primjeri
opterecenja grede silom, s tri $tapa i opterecenje jednog od Stapova toplinom.
Prikazana su montazna naprezanja u trenutku kada je jedan od $tapova prekratak
te primjer spoja $tapova na gredu pod kutom razli¢itim od 90°.

U sedmom poglavlju Uvijanje S$tapova okruglog presjeka prikazan je
proracun deformiranja i naprezanja u $tapovima okruglog presjeka. Prikazani
su primjeri izracuna kuta zakreta $tapa konstantnog i stupnjevanog presjeka te
dimenzioniranje takvih $tapova. Prikazana je primjena principa superpozicije
pri odredivanju reakcije ukljestenja staticki neodredenog Stapa te primjeri
dimenzioniranja staticki neodredenih Stapova i vratila koje prenosi snagu s tri
elementa prijenosa snage i gibanja. Primijenjeni su kriteriji ¢vrstoce i krutosti pri
dimenzioniranju.
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U osmom poglavlju Savijanje tankih ravnih $tapova prikazan je proracun
raspodjele normalne i posmi¢ne komponente naprezanja u presjeku Stapova
(nosaca). Prikazani su primjeri dimenzioniranja konzole, greda s prepustom i
nosaca s Gerberovim zglobom te su opisani kriteriji i postupak optimiziranja
presjeka na primjeru konzole.

Nakana je ovih podloga za predavanja i vjezbe olaksavanje studentima,
prvenstveno studentima Veleucilista u Karlovcu, pradenje nastave iz kolegija
Cvrsto¢a I, poticanje samostalnog ucenja te usvajanje gradiva i primjenu
teorijskih postavki u dimenzioniranju jednostavnih $tapova po geometriji i
opterecenju. Rijeseni ¢e primjeri olaksati svladavanje gradiva te potaknuti na
provjeru usvojenih znanja.

Ovom prigodom Zelim zahvaliti mati¢noj instituciji, Veleucilistu u Karlovcu,
prvenstveno biv$oj dekanici dr. sc. Nini Popovi¢, prof. v. . i sadasnjem dekanu
Ivanu Stedulu, v. pred., na potpori u nastanku i promicanju ovog izdanja.
Zahvaljujem mentoru svoga doktorskog rada prof. dr. sc. Jurici Sori¢u koji mi
je znacajno pomogao oblikovati nastavnu i znanstvenu djelatnost. Zahvaljujem
i svim kolegicama i kolegama s Katedre za mehaniku i ¢vrsto¢u Zavoda za
tehnicku mehaniku Fakulteta strojarstva i brodogradnje Sveucilista u Zagrebu te
Strojarskog odjela Veleucilista u Karlovcu na savjetima, potpori i pomoc¢i.

Autor
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1. NAPREZANJE - KOMPONENTE I GLAVNA
NAPREZANJA

Temelj ¢vrstoce u cilju konstruiranja dijelova strojeva, konstrukcija i dr. je
pojam naprezanja. Za pocetak, jedan od osnovnih pojmova u mehanici elasti¢nih
tijela (¢vrstoci) je opterecenje, Sto mozemo opisati kao posljedicu medudjelovanja
promatranog tijela (nosaca, $tapa,...) i njegove okoline, $to crtamo u skicama
kao sile, momente (spregove) i raspodijeljena opterecenja, koja podrazumijevaju
i pritisak i tlak. Nadalje, naprezanje, kao najbitniji pojam cvrstoce, je mjera
promjene pocetnog stanja u strukturi materijala, ili promatrano kroz prizmu
fizike, promjena prosjecnog razmaka izmedu atoma kao posljedice promjene
geometrije uslijed opterec¢enja, odnosno, naprezanje je zamisljena veli¢ina koju
ne mjerimo izravno, ve¢ je opisujemo pomocu devet (9) komponenata kako
bismo jednoznac¢no utvrdili naprezanje u nekoj ,,tocki” materijala za promatrano
opterecenje. To je povezano na tri medusobno okomita presjeka koja okruzuju
promatranu tocku materijala, na kojima upisujemo jednu normalnu i dvije
posmi¢ne komponente naprezanja koje uravnotezuju vanjsko opterecenje.
Ista je logika, ili pravilo, oznac¢avanja predznaka i komponenti naprezanja na
presjecima kao i za unutrasnje veli¢ine u presjeku $tapa u Mehanici 1 (statici),

N,,Q., M iza ostale tri koje rijetko ratunamo. Predznak presjeka i predznak
strelice komponente naprezanja odreduju predznak te komponente. Ovo ¢e biti
objasnjeno u narednom primjeru.

1.1. Odredivanje predznaka komponenata naprezanja

U svakoj tocki materijala potrebno je prikazati (izracunati) ukupno devet
komponenata naprezanja na tri medusobno okomita presjeka. Predznak
pojedine komponente odreden je umnoskom predznaka presjeka koji je vezan
za prvi indeks u oznaci naprezanja, s predznakom smjera strelice te komponente
naprezanja.
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Slika 1.1. Opisivanje komponenata naprezanja: a) odredivanja predznaka,
b) pozitivne komponente i ¢) primjer komponenata

Prema slici 1.1.a) odredujemo komponentu naprezanja na presjeku koji ima
normalu (oznacenu # ), odnosno koji ¢ini presjek s normalom na pravcu osi y.
Pravac djelovanja strelice naprezanja paralelan je osi z. Smjer te strelice suprotan
je smjeru osi z. Predznak normale je negativan, ali je i predznak strelice negativan,
pa kada se pomnoze dobije se pozitivan predznak te komponente. Indeksi za tu
komponentu su: prvi za presjek, y, a drugi za pravac strelice, z, pa ovu komponentu

oznacavamo 7. .Natemeljutoga, pozitivnekomponentenatrimedusobno okomita
presjeka prikazane su na slici 1.1.b). Prema Maxwellovom teoremu (Alfirevi¢, I.:
Nauka o ¢vrstodi 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1995.) posmicne komponente () u

parovima po indeksima su jednake, tj. 7, =7, ,7_=7,,7, =7, . Komponente

T Yxo Yz zxd Vyz zy

naprezanja zapisujemo u obliku matrice prema:

O-x Xy sz
[G]ij: T, O, T,| (1)
sz zy O-z

Za primjer prema slici 1.1.c) sve komponente naprezanja prikazane su bez mjerne
jedinice pa se podrazumijeva da imaju mjernu jedinicu MPa. Na pozitivhom
presjeku x, na kojem je normalna komponenta naprezanja usmjerena kao i

pozitivna, os x je pozitivna, i ima iznos 100, pa piSemo o, =100 MPa . Posmi¢na
komponenta iznosa 20 na tom je presjeku pravcem djelovanja paralelna osi y i

ima isti smjer strelice kao os y, pa je ta komponenta naprezanjarz,, =20 MPa, a
druga posmi¢na komponenta iznosa 10 ima pravac djelovanja paralelno osiziima

suprotni smjer strelice kao os z, pa je ta komponenta naprezanja r_ =—10 MPa.
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Na ostala dva presjeka komponente naprezanja su: 6, = - 70 MPa, 7 _= 30 MPaio,
=90 MPa. Sada mozemo popisati sve komponente naprezanja u obliku matrice:

100 20 -10
[0],=] 20 =70 30 |MPa. @
~10 30 90

Za ,obrnuto’ odredivanje komponenata naprezanja iz zadane matrice ili
popisa komponenata naprezanja nacrtat ¢emo elementarni volumen sa strelicama,
oznakama osi i brojevima, tj. iznosima naprezanja. Zadano je stanje naprezanja
prema:

—20 —40 60
[0],=| 40 90 30 | MPa. (3)
60 30 120

Rjesenje je prikazano na slici 1.2. Komponente naprezanja mozemo ucrtati
kao pozitivne i negativne presjeke, ovisno o odabranom prostornom prikazu
elementarne prizme materijala.

Slika 1.2. Komponente naprezanja prema

20 Veleuciliste u Karloveu



Zbirka rijesenih zadataka iz Cvrstoée I

1.2. Odredivanje komponenata naprezanja u zarotiranom
koordinatnom sustavu. Mohrova kruznica naprezanja

Kako za normalnu i posmi¢nu komponentu naprezanja mozemo izracunati za
presjek Stapa pod kutom prema poprecnom presjeku, uz isto vanjsko opretecenje

tako i za proizvoljna tri presjeka mozemo izracunati komponente &, u novom

koordinatnom sustavu Oxyz nastalom rotiranjem oko ishodista starog sustava.
Radi lakseg predocavanja toga postupka, ali i zbog dovoljno cestih slucajeva u
praksi, kada je na tre¢em presjeku samo normalna komponenta naprezanja, $to
pojednostavljuje preracunavanje, prikazat ¢emo stari i novi koordinatni sustav u
ravnini (slika 1.3.).

Na slici 1.3.a) prikazan je elementarni volumen dxdydz projiciran na ravninu

Oxy s ucrtanim komponentama naprezanja. Ako bismo Zzeljeli na¢i koje bi
komponente djelovale na elementarnom volumenu u zakrenutom koordinatnom

sustavu Ox)z (tj. u ovom pogledu zarotirani presjek oko osi z), koji je prikazan na
slici 1.3.a) crvenom isprekidanom crtom, trebali bismo ih izra¢unati iz ravnoteze
sila koje djeluju na taj volumen prema slici 1.3.b). Presjek u zarotiranom sustavu

ima komponente naprezanja &,,7,, koje uravnotezuju djelovanje komponenata
naprezanja koje djeluju na presjecima u starom koordinatnom sustavu.

Promatranjem uvjeta ravnoteze dobit cemo jednadzbe za &,7,, dok je za &,

analogno, samo s presjekom zakrenutim za 90° prema presjeku oznac¢enom osi X,
$to ¢e ovdje biti izostavljeno.

(Tyl
g AN

—

Slika 1.3. Transformacija naprezanja u ravnini Oxy:
a) zakretanje koordinatnog sustava u ravnini i
b) ravnoteza sila na presjecima u starom i novom koordinatnom sustavu
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Prvo ¢emo postaviti odnos veli¢ine presjeka i kuta ¢ prema:

dx =dysin(¢), dy =dycos(¢) = dx/dy =sin(¢),dy/dy =cos(p). (4

Slijedi jednadzba ravnoteze za pravce osi X i y:

SF, =0=&,dy =0, dycos(¢)+o dxsin(p)+
z,, [dxcos((p)+dysin(q0)}. (5)
SF, =0=7 dy = -0 dysin(@)+o,dxcos(p)+
7, [—dxsin(ga) +dy cos((p)}.

Jednadzbe ravnoteze sila dalje ¢emo preoblikovati uz koristenje
geometrijskih odnosa (6) u:

G, (p)=0,cos’(p)+0o,sin’(@)+2z, sin(¢p)cos(p), ©)
7, (¢)=—0,sin(p)cos(p)+ o, sin(p)cos(p)+7,, [cos2 (¢p)—sin’ (go)]

Jednadzbe zajedno predstavljaju jednadzbu kruznice, $to je prvi izveo i uveo u
praksu Otto Mohr prema kojemu je graficki nacin transformacije komponenata
naprezanja nazvan Mohrova kruZnica naprezanja. Analogno bismo dobili

jednadzbu za izracunavanje (transformiranje) komponente &, postavljanjem
jednadzbe ravnoteze sila za okomit presjek koji je prikazan na slici 1.3.b), no ovdje

to nece biti prikazano. Komponentu naprezanja &, u zarotiranom koordinatnom
sustavu racunamo prema:

5, (¢)=0,sin’(p)dx+o,cos’(¢) -2z, sin(p)cos(p). (7)

Primjer 1.1. Odredivanje komponenata naprezanja u zarotiranom
koordinatnom sustavu

Za stanje naprezanja zadano slikom 1.4. treba odrediti komponente
naprezanja u zarotiranom koordinatnom sustavu za 30° oko osi z u suprotnom
smjeru kazaljke na satu (od osi x prema osi y).
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z

Slika 1.4. Stanje naprezanja na elementarnoj prizmi

S ploha elementarne prizme na kojima su zadane (ucrtane) komponente
naprezanja mozemo skicirati prvo dvije plohe s normalama koje se podudaraju
s osima x i y (na slici 1.4. prikazane su na desnoj strani). To mozemo zvati i dvije
tocke presjeka, A i B. Prema pravilu o predznacima mozemo o¢itati i zapisati da su

ucrtane komponente naprezanja o, =90 MPa, o,= —20 MPa, 7 =7 =40 MPa.
Transformirane komponente naprezanja mozemo izrac¢unati graficki, Mohrovom
kruznicom, ili analiti¢ki, jednadzbama (6) i (7).

Radi jasnoce i opcenitosti, kao rjesenje ovog primjera prikazano je i graficko
i analiticko rjesenje. Ispitni zadatak nije nuzno rijesiti na oba nacina, iako to
osigurava provjeru rjesenja, tj. ako su rjeSenja slicna, onda su vjerojatno i to¢na.
Mohrovu kruznicu naprezanja crtamo u koordinatnom sustavu OcT, a prvi je
korak odabir mjerila za naprezanje. Ocekujemo kruznicu naprezanja promjera
najmanje kao razlika normalnih komponenti, tj. 90 - (-20) = 110, s time da
radijus odreduju i posmi¢ne komponente koje ga povecavaju pa je 110 MPa za
pocetak smjernica za promjer kruznice i odabir mjerila. Kruznicu pokusavamo
smjestiti najces¢e u A4 format papira, Sirine 210 mm, s marginama lijevo 25 mm
i desno najmanje 10 mm, pa nam ostaje 175 mm za crtanje. Ako za crtanje ostane
vise od 110 mm promjera i 170 mm Sirine znaci da je mjerilo 1 MPa = 1 mm
kao ,,okrugli” broj primjeren. Nakon odabira mjerila ucrtavamo dvije tocke na
Mohrovoj kruznici naprezanja koje predstavljaju dva zarotirana presjeka A i B,
pod 90°. U jednadzbi za kut zakreta do glavnih osi naprezanja, (13) vidljivo je
da izra¢unavamo dvostruki kut ¢ . U Mohrovoj kruznici naprezanja prilikom
crtanja tocke na kruznici koja odreduje stanje naprezanja u zarotiranom
presjeku, ucrtavamo iz sredista kruznice dvostruki kut ¢, dok crtano iz posebne
tocke nazvane pol kruznice, crtamo jednostruki kut ¢. Dva presjeka na kojima
su zadane komponente naprezanja medusobno su zarotirana za 90° $to znaci
da ¢e u kruznici, gledano iz sredista, biti na 180° tj. na promjeru. Ta nam
¢injenica pomaze u odredivanju sredista. Na slici 1.5. prikazana je kruznica i
ucrtani su brojevi u kruznicama koji predstavljaju korake, tj. redoslijed crtanja.
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Koraci 1i2 obuhvadaju ucrtavanje tocaka prema stanju (zadanim komponentama)
naprezanja u presjecima A i B. Pravilo za crtanje posmi¢nih komponenata je da
gore crtamo pozitivnu T, 1 negativnu T, 2 dolje obrnuto. To je naznaceno na
vertikalnoj osi. Buduci da su te dvije tocke na promjeru, presjeciste spojnice AB
s osi apscisa (vodoravnom) daje nam sredi$te kruznice, a to je korak 3. Nakon
toga crtamo kruZznicu radijusa SA ili SB, a to je korak 4. Karakteristi¢na tocka na
kruznici je pol koji dobivamo kao presjeciste paralela s normalama na presjeke
A i B. Povu¢emo vodoravnu duzinu iz tocke A, jer je to presjek s normalom na
osi x, do kruznice, pa iz tocke B vertikalnu duzinu, jer je normala na presjek B
paralelna osi y. Te se dvije duzine sijeku (spajaju) na kruznici, $to je oznaceno
tockom 5. Iz pola brzina P mozemo od osi x nacrtati duzinu pod kutom od 30° u
smjeru suprotnom smjeru kazaljke na satu, $to je oznaceno to¢kom 6, a to je os
X , odnosno ,iks potez”. Tocka na kruznici gdje os X presjeca kruznicu odreduje
stanje (komponente) naprezanja u transformiranim koordinatama.

Iz crteza oc¢itavamo i preracunamo komponente &, = 97,2 MPa, 7, ~—27,6 MPa.
Os y nacrtamo pod 90° prema pravilu desne ruke prema osi x. Presjeciste s

kruznicom naprezanja, tocka 7, predstavlja drugi presjek, tj. preostale komponente

naprezanja koje nakon preracunavanja iznose &, ~ 27,1 MPa, 7, ~-27,6 MPa.
Uobicajeno prikazujemo presjeke s komponentama naprezanja na samoj krunici
(slika 1.6.a) ili zasebno (slika 1.6.b).

A
@77; M, 1 mm= 1 MPa
B,\‘Ty.’}x @
x X
g, 3 o,
I -
Yy
@
P

&)

Slika 1.5. Crtanje (konstrukcija) Mohrove kruZnice naprezanja
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Slika 1.6. Prikaz stanja naprezanja: a) na Mohrovoj kruznici i b) zasebno na presjecima

Analiticki ¢emo izracunati komponente naprezanja uzarotiranom
koordinatnom sustavu jednadzbama (6) i (7):
Usporedbom ocitanih komponenata naprezanja iz Mohrove kruznice

G, (p)=0,cos’(p)dx +o,sin’ (p)+27, sin(p)cos(p) =
90cos’ (30°)—20sin* (30°) +2-40sin (30°)cos (30°) =97,141 MPa.
7, (9)=—0o,sin(p)cos(p)+o, sin(@)cos(p)+7,, [cos2 (p)-sin® ((0)] = (8)
-90 sin(30°)cos(30°) - 20sin(30°)cos(30°) + 4O[cos2 (30°) —sin’ (30°)] =-27,631 MPa.

G,(p)=0,sin’(p)dx+0o, cos’ (¢)- 27, sin(p)cos(p) =
90sin’ (30°) —20cos® (30°) —2- 40sin (30°) cos (30°) =—27,141 MPa.

i analitickih vrijednosti vidljiva je mala razlika. Veli¢ina razlike ili greske
ovisi o nacinu crtanja, primjerice $estarom, olovkom, ravnalom, ra¢unalnim
programom za CAD i sl. Veli¢ina razlike ili greske ovisi i o odabranom mjerilu.
Sto je mjerilo ,manje”, skica kruznice je manja, a time je veca greska. Greska
proizlazi iz debljine crtane linije, o¢itanja duljine, crtanja i o¢itanja kuta, to¢nosti
crtanja presjecista itd. Dodatna provjera izracunatih komponenata naprezanja
je svojstvo tenzora naprezanja da ima invarijante, odnosno konstante koje su
ovisne o komponentama u bilo kojem koordinatnom sustavu. Prva invarijanta
tenzora naprezanja napisana za ravninsko naprezanje (stanje u kojem na 3. plohi,
odnosno presjeku, nema komponenata naprezanja) je:

0-_ __ ~ —_—
I =0,+0,=0,+0,=0,+0,. 9)
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Prva invarijatna tenzora naprezanja predstavlja konstantni zbroj normalnih
komponenata naprezanja, ¢ime provjeravamo izracun transformiranih
normalnih komponenata:

0,+0,=0,+6,=90-20=70=97,141-27,141. (10)

Primjer 1.2. Odredivanje komponenata naprezanja na temelju
komponenata na dva zakrenuta presjeka.

Za stanje naprezanja zadano slikom 1.7. treba odrediti komponente naprezanja
u presjeku s normalom na osi y (gy ). Zadano je: ¢ = 30°.

27,6 97.16

Slika 1.7. Komponente naprezanja u osnovnom i rotiranom koordinatnom sustavu

Za crtanje Mohrove kruznice koristit ¢emo A4 format papira. Dvije su
znacajne vrijednosti koje nas usmjeravaju u odabiru mjerila. Na desnoj strani od
ishodista imat ¢emo gotovo 100 MPa, dok se za lijevu stranu zasad ne moze tvrditi
nesto sli¢no. Presjek oznacen slovom A, tj. s normalom na pravcu osi x, iskoristit
¢emo za odredivanje nacina odabiranja mjerila. Znamo da je pol kruznice na
presjecistu kruznice i normale na presjek A, kroz to¢ku A, tj. horizontalne duzine
iz tocke A. Iz pola bismo nacrtali normalu na zarotirani presjek pod kutom od
30° i na presjecistu s kruznicom dobili podatak o tome kolike su transformirane
komponente naprezanja koje su ucrtane plavom bojom na slici 1.7. To bismo
koristili za odredivanje kruznice ,unazad” Poznate su nam dvije tocke na
kruznici A, nazovimo je A’, koja predstavlja zarotirani presjek. Poznati su nam
pravci normala kroz te tocke koji se sijeku na kruznici. Znamo jo$ i da je srediste
kruznice uvijek na osi apscisa, tj. o.

To su ukupno tri to¢ke na kruznici s odredenim ,ograni¢enjima” Na
raspolaganjunam je oko 170 mm Sirine za crtanje. Procjena mjere kruznice slijediiz
pravokutnog trokuta tako da gledamo razliku ,visine”, tj. razliku T koordinata i kut
normale zarotiranog presjeka. Imamo pravokutni trokut s katetom oko 68 MPa, i
kutom hipotenuze premaduljoj (donjoj) katetiod 30°, $to daje daje donjakateta oko

tan(30°)=Az,. /Aoy, ,. Aoy, =Ar,. /tan(30°)=68/tan(30°)=118 MPa.
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Ovo znadi da je mjerilo 1 MPa = 1 mm kao ,,okrugli” broj primjeren. Na
slici 1.8. prikazani su koraci konstrukcije parametara kruznice prije ucrtavanja
kruznice.

T
" |\M_ 1 mm=1MPa 276 97.16

T

Slika 1.8. Ucrtavanje tocaka i trazenje sredista kruznice

Nakon odredivanja mjerila i crtanja osi, oznac¢eno to¢kom 0, ucrtamo tocke
koje predstavljaju presjeke, A i A’, oznaceno to¢kama 1 i 2. Zatim povuc¢emo
normale kroz tocke A i A’, do njihovog presjecista, koje predstavlja pol P. Kada
imamo pol P mozemo pronaci srediste kruznice, tako $to ¢emo naci sjeciste
polovista duzine AP i osi 0. Sada mozemo nacrtati kruznicu iz sredista do tocaka
A, P ili A".Nakon crtanja kruznice 4 (slika 1.9.), moZzemo povuéi duzinu iz pola
paralelnu s normalom na presjek B jer ta duzina prolazi kroz pol i tocku B. Nakon

toga mozemo ocitati kolika je komponenta o, . Ocitano je o, =-20 MPa.
Nadalje ¢emo provijeriti izracun analitickim rjesenjem. Koriste¢i (13) jednadzbe
uvrstavamo vrijednosti komponenata naprezanja i dobivamo:

90-20
O, = > +

90-(-=20))
5 +40> =35£68,01= 0, =103,01 MPa, 0, =-33,01 MPa. (]])

Analiticki ¢emo naprezanje u presjeku B izra¢unati pomocu jednadzbi (6)
odabirom jedne od jednadzbi u kojoj je o, jedina nepoznanica prema:

G.(p)=0, cos’(p)+ o, sin® (@) + 27, sin(¢)cos (o).
. (p)-o, cos’(p)-27,sin(p)cos(¢) 97,16-90-0,75-2-40v3/4  (12)

sin’ (qo) 0,25
—19,925 MPa.
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M, 1 mm=1MPa 27,6 97,16

Slika 1.9. Odredivanje komponenata naprezanja u presjeku B

1.3. Glavna naprezanja

Cesto u kompliciranim stanjima naprezanja radi proracuna uvjeta ¢vrstoce
bitnije je izracunati kut za koji je posmi¢no naprezanje na zarotiranom presjeku
jednako nuli jer tada dobivamo ekstremne vrijednosti za normalne komponente

naprezanja. Taj kut oznacavamo ¢, , a ekstremne vrijednosti normalnih
naprezanja (normalne komponente naprezanja u zarotiranom koordinatnom

sustavu za ¢, ) nazivamo glavna naprezanja. Simboli¢no je to prikazano na slici
1.10. Postupak odredivanja jednadzbe kojom racunamo glavna naprezanja u
ravnini ovdje nece biti prikazan, ve¢ ¢e biti prikazane samo jednadzbe za glavna
naprezanja i glavne osi, a to su:

2
0'1',2— + (%2%} +(Txy)2, |O'1202|;tan(2(00)=21'xy/(O'X—O'y). (13)

Oznaka o, se ovdje pojavljuje zbog pravila o oznacavanju glavnih naprezanja:

o, je algebarski najvece naprezanje, o, je iduce (srednje) i o, je najmanje
naprezanje. Kada izra¢unavamo glavna naprezanja u jednoj ravnini, ne znamo
unaprijed kakva ¢e ona biti u odnosu na pravilo o oznacavanju pa dodajemo
oznaku apostrofa. Ovaj ¢e detalj biti istaknut u primjeru.
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Slika 1.10. Glavna naprezanja u ravnini Oxy

Na slici 1.10. glavna su naprezanja oznacena brojevima 1 i 2, s time da je jedan od

brojevauzagradi. Ovisnojeli o, veceod o, ,kadacemooznaliti 6, — 0y, 5, — o,
,ili obrnuto, dogovor je u svijetu da kada ra¢unamo ukupno tri glavna naprezanja,
indeks ,,1” dodajemo algebarski najve¢em glavnom naprezanju, ,,2” manjem od
njega, a »,3” najmanjem. Ovdje je prikazana transformacija naprezanja u ravnini,
a to znaci da na tre¢em presjeku, koji ima normalu iz ravnine crtanja (papira),
naprezanje je nula ili je cesto samo normalna komponenta, pa je ona sama po sebi
jedno od glavnih naprezanja.

Primjer 1.3. Glavna naprezanja za ravninsko stanje naprezanja. Analiticko
i graficko rjesenje

Treba odrediti glavna naprezanja za stanje naprezanja prikazano slikom 1.11.
Komponente su u MPa.

Zadane ili ucrtane komponente naprezanja na plohama su:

o,=-30MPa, 7, =-25 MPa, o, =50 MPa.

Koriste¢i jednadzbu (13) uvr$tavamo vrijednosti komponenata naprezanja
pa dobivamo:

2
01,2=‘302+501J(‘302‘50j 125 =10+47,17 = 0, =57,17 MPa, o, = 37,17 MPa. (14)

Slika 1.11. Stanje naprezanja u tocki materijala
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Za graficko rjeSenje Mohrovom kruznicom naprezanja prvo odaberemo
mjerilo. Dobru procjenu o promjeru kruznice daje nam raspon normalnih
komponenata naprezanja jer je posmi¢na komponenta relativno mala. Raspon
50 - (-30) daje nam 80 MPa, iz ¢ega bismo mogli zakljuciti da je mjerilo 1 mm =
0,5 MPa. Time dobivamo pregledniju sliku, sto doprinosi to¢nosti. Konstrukcija
Mohrove kruznice naprezanja za primjer 1.3. prikazana je na slici 1.12.

7

— T}cy

A T P

(W]
A
5

371 30

2 57.06

—T
T 1

25 B

Slika 1.12. Konstrukcija Mohrove kruznice naprezanja

Primjer 1.4. Glavna naprezanja za prostorno stanje naprezanja
Treba odrediti glavna naprezanja za stanje naprezanja prikazano slikom 1.13.
Komponente su u MPa.

Zadane komponente naprezanja su:

o, =-30 MPa, T, = —25 MPa, o,= 50 MPa, o_ =15 MPa.

Pri grafickom nacinu trazenja glavnih naprezanja prvo transformiramo
komponente u ravnini u kojoj postoje posmi¢ne komponente, a zatim ,,dodamo”
komponentu na trecoj plohi. Cesto su na jednoj plohi samo normalne komponente
naprezanja, u slozenim slucajevima opterecenja, Sto olaksava trazenje glavnih
naprezanja. Nakon postupka identicnog onom u prethodnom primjeru,
dodajemo komponentu na presjeku z. Ta je komponenta sama po sebi glavno
naprezanje jer nema posmi¢nih komponenata na toj plohi. Koje je od ukupnih
glavnih naprezanja c_ovisi o iznosu te komponente u odnosu na izracunata
glavna naprezanja. Prema Mohrovoj kruznici na slici 1.14.a) 15 MPa je izmedu
57,06 1 -37,18. Iz tog razloga piSemo rezultat u obliku:

o, =57,06 MPa, &, =15 MPa, o, =—37,18 MPa.
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Y5

a) b)
Slika 1.14. Glavna naprezanja u Mohrovoj kruZnici za troosno stanje naprezanja:
a) konstrukcija i b) podrudje transformiranih komponenata

Ucrtat ¢emo jo$ dvije Mohrove kruznice naprezanja unutar ,glavne”, kako
je prikazano na slici 1.14.a). Te dvije kruznice predstavljaju transformirane
komponente naprezanja za ravnine Oxz i Oyziodredene su glavnim naprezanjima.
Jo$ jedna karakteristika transformacije troosnog stanja naprezanja je da su sve
transformirane komponente u $rafiranom podrudju izmedu tri kruznice, kako je
prikazano na slici 1.14.b).
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2. HOOKEOV ZAKON ZA HOMOGENE 1
IZOTROPNE MATERIJALE

Za izotropne homogene materijale Robert Hooke je prvi postavio poveznicu
izmedu komponenata naprezanja i komponenata deformacije. Svaka normalna
komponenta naprezanja povezana je (jednoznacno) sa svakom duljinskom
komponentom deformacije, a svaka posmi¢na komponenta naprezanja povezana
je jednozna¢no samo s istoimenom kutnom komponentom deformacije, kako je
prikazano u iducoj jednadzbi:

E v E v E 14
c=—"te+—L 0o =—te+—Y 0|0 =—Ae+—L 0]
I+v " 1-2v Tol+v U 1=2v 1+v 1-2v

O=¢,+¢, +¢.,

Txy = nyy’ z.yz = G}/yz’ sz = G}/zx’
E

G:2(1+v)'

Obrnuto, veze komponenata deformacije s komponentama naprezanja su:

=gl o 0] o = gl (o o)) o= Lo vlo v )]

(16)
Vo =Ty /G, V=T, /Gy, =1,./G.

2.1. Gnjecenje prizmati¢nog bloka

Zablok prikazan na slici 2.1.a) koji je pritisnut na gornjoj plohi jednoliko i bez
pojave trenja (dobro podmazivanje) unutar krute okoline (kalup) treba izracunati
vrijednost sile koja djeluje na gornjoj plohi za stanje deformiranosti pri kojem
je kalup popunjen. Kalup je dovoljno nizi po mjeri h pa ne dolazi do pritiskanja
gornje plohe kalupa pri najvecoj sili.

Zadano je:

a= 50mm, q = 49,992 mm,b= 50 mm, b, = 49,982 mm, 2= 100 mm, £ = 70 000 MPa,v = 0,3.
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Slika 2.1. Gnjecenje bloka u krutom kalupu:
a) izometrijski prikaz, b) nacrt i tlocrt i c) deformirano stanje

Prema slici 2.1.b) vidimo da ¢e uz kvadratni presjek kalupa prvo dotaknuti
stijenke kalupa stranice bloka koje putuju uzduz kote ,,a”. Vrijednost sile pri kojoj
¢e se dogoditi doticanje stijenke kalupa po mjeri ,,a” je F,. Manja je zracnost
izmedu tih stijenki bloka koji se deformira i stijenki kalupa. Stoga ¢emo prvo
izra¢unati duljinske deformacije na pravcima duz kote ,,a” i ,,b”. MoZemo koristiti
koordinatni sustav prema slici 2.1.c). Iz zadanih mjera bloka i kalupa znamo da
¢e prvo mjera 49,992 promijeniti duljinu (mjeru) na 50,000, te je stoga promjena
duljine jednaka 0,008 mm. Duljinsku deformaciju po osi x ra¢unamo kao omjer
promjene duljine u odnosu na pocetnu duljinu te mjere:

e (F)=A(L)/1, & (F)=0,008/49,992=1,6-10"". (17)

Sada jo$ nema naprezanja ¢_jer su stijenke bloka upravo dodirnule stijenke

kalupa. Sila na gornjoj plohi uzrokuje naprezanje po cijelom bloku jednoliko
raspodijeljeno, prema (16) iznosa:

£, :%[o—x—v(o-y+az)] 0,=0,0,=0=

-4
_&E 16110770000 oy

(18)
o, =
v 0,3
Zbog zanemarivanja trenja ne izracunavamo kutne deformacije $to znaci da
¢e postojati samo promjena mjere, ne i oblika, tj. blok (kvadar) ¢e ostati kvadar
samo drugih mjera. Kako povecavamo silu blok priti$ce stijenke po mjeri ,,a” i
pribliZava se stijenkama po mjeri ,,b” dok se ne ponisti zracnost §to daje:
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g, =16-10",5 =0,018/49,982=3,6-10" =

e, =glovlo,+0)]e =l ~v(o. w0 )] o, =0 =

1 L1 (19)
1,6-107 =E[0'X -vo.],3,6-107 =E[—v(o—z +0,)]=

o, .—Vo, =1,6~10_4E,—V(O'Z +0x):3,6~10'4E:>

4
o, =—E {—1,6404‘ —3’6 10
1+v 1%

} =-73,23 MPa.

Pri ovom naprezanju na gornjoj plohi (i cijelom bloku) izra¢unavamo silu koja
uzrokuje to naprezanje:

F, = Ao, =50-50-73,23 =183 075 N. (20)

Predznak naprezanja odreduje da sila priti§¢e blok pa to treba uzeti u obzir u
kontekstu predznaka.

2.2. Gnjecenje cilindricnog bloka

Za blok prikazan na slici 2.2.a) koji je pritisnut na gornjoj plohi jednoliko
i bez pojave trenja (dobro podmazivanje) unutar krute okoline (kalup), treba
izracunati vrijednost sile koja djeluje na gornjoj plohi za stanje deformiranosti
pri kojem je kalup popunjen. Kalup je dovoljno nizak po mjeri / pa ne dolazi do
pritiskanja gornje plohe kalupa pri najvecoj sili.

Zadanoje: d = 50 mm, d, = 49,980 mm, 2= 100 mm, £= 70 000 MPa,v = 0,3.

Prema slici 2.2.a) vidimo da ¢e uz okrugli presjek kalupa i bloka svugdje biti isti
uvjeti, a plast cilindra dotaknut ¢e stijenke kalupa u istom trenutku, $to zovemo
osno simetri¢ni problem. Mozemo koristiti koordinatni sustav prema slici 2.2.b).
Iz oblika bloka i kalupa (osnosimetri¢no) znamo da ¢e u svakom pravcu koji
prolazi kroz srediste bloka deformacija biti ista. Duljinsku deformaciju po osi x
ra¢unamo kao omjer promjene promjera u odnosu na pocetnu duljinu te mjere:

& (F)=A(d)/d,, & =0,02/49,980=4-10"". 1)
Sada jo§ nema naprezanja o, i g, jer su stijenke bloka upravo dodirnule stijenke

kalupa. Sila na gornjoj plohi uzrokuje naprezanje jednoliko raspodijeljeno po
cijelom bloku, prema (16) iznosa:
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4-10™ :%[GX —V(Gy +Gz):|, 4-10™ :%[Gy -v(o. +Gx):| o,=0,0, =O| = (22)

4
o =&k 41070000 o5 5yp,
v 0.3

| YiYydyio:

} Iy iz hy
Qb‘ILZ ‘ ¥
' 7

a) b)

Slika 2.2. Gnjecenje bloka u krutoj okolini - kalupu:
a) nacrt i tlocrt i b) deformirano stanje

Zbog zanemarivanja trenja ne izracunavamo kutne deformacije. Postojat ce
samo promjena mjere, ne i oblika, tj. blok (cilindar) ¢e ostati cilindar samo drugih
mjera. Pri ovom naprezanju na gornjoj plohi (i cijelom bloku) izra¢unavamo silu
koja uzrokuje to naprezanje:

F, =Ac. =50°-7-93,3/4=183260 N. (23)

2.3. Temperaturne deformacije. Blok unutar krutih stijenki

Svaki materijal mijenja volumen, tj. §iri se prilikom zagrijavanja ili povi$enja
temperature i smanjuje volumen ili se skuplja prilikom hladenja ili sniZenja
temperature. Uslijed promjene temperature javljaju se samo duljinske deformacije,
jednako u svim smjerovima. Komponente temperaturne deformacije ra¢unamo:

&, =aAT,s; =aAT, & =aAT. (24)
Svaka komponenta temperaturne deformacije proporcionalna je promjeni
temperature i koeficijentu temperaturnog $irenja, o, koji ima mjernu jedinicu u SI

sustavu m/mK. Primjer izracuna naprezanja uslijed temperaturnih deformacija
bit ¢e prikazan u nastavku.
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Treba odrediti naprezanje u bloku prema slici 2.3.a) ako je poviSenje temperature
AT =60 K. Materijal je aluminij, s koeficijentom temperaturnog $irenja o = 22-10°
¢ K. Treba zanemariti trenje na svim dodirnim povrsinama. Pretpostavka je da
je toplinski tok @ raspodijeljen tako da je u cijelom bloku promjena temperature
jednaka. Zadano je:

a= 50 mm, g = 49,95 mm,b= 50 mm, b, = 49,90 mm, z= 100 mm, £ = 70 000 MPa,v = 0,3.

Blok je pri pocetnoj temperaturi umetnut u kruti kalup (okolinu) nacrtan
crnom bojom, te ima zrac¢nosti prema susjednim vertikalnim plohama, razli¢ito
uzduz mjere a i mjere b. Materijal se duljinski $iri u svim smjerovima jednako, tj.
prizmati¢ni blok mijenja duljine stranica na jednak nacin, jednakom duljinskom
deformacijom. Promjena duljine stranice proporcionalna je duljini stranice.
Bududi da je zra¢nost uzduz mjere a manja, iznosa 50 - 49,95 = 0,05 mm, prema
zrac¢nosti uzduz mjere b, iznosa 50 — 49,90 = 0,1 mm, a stranice a i b su prakti¢no
jednake veli¢ine, prvo ¢e se ugrijavanjem ,zatvoriti” zra¢nost uzduz mjere a jer
je manja. Promjena temperature pri kojoj ¢e se ponistiti zracnost od 0,05 mm
iznosi:

Aa, = a, AT = 0,05 mm.

25
AT, =0,05/(cra,) =0,05/(22:10°49,95) = 45,5 K. (2

To je stanje prikazano na slici 2.3.c). Pri toj promjeni temperature stranica
b, promijenila je svoju mjeru i smanjila zracnost prema stijenkama kalupa za

iznos: Ab, = b AT,a =49,9-45,5-22-10° = 0,049 95 mm. (26)
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Slika 2.3. Temperaturno deforimiranje bloka: a) prostorni prikaz,
b) nacrt i tlocrt prije deformiranja i c) deformirano stanje
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U ovom stanju jo§ nema naprezanja u bloku osim onoga na vertikalnom
pravcu uslijed tezine bloka koje ¢emo zanemariti. Ugrijavanjem se blok dalje
$iri (ili pokusava) po svim stranicama, pa e stranica a ostati iste duljine jer se
dotaknula krutog kalupa, stranica b ¢e dosti¢i mjeru od 50 mm, a visina, odnosno
mjera ¢, ¢e se slobodno S$iriti. Postavit ¢emo os x po mjeri a, os y po mjeri b.
Tijekom daljnjeg ugrijavanja prvo ¢emo provijeriti kako se mijenja mjera b s
obzirom na to da su se uvjeti uzduz mjere a promijenili. Pojavit ¢e se naprezanje
o, jer sada kalup pritidc¢e blok po tim plohama. Kruti kalup nece dopustiti daljnje
Sirenje mjere a stijenke, stoga ¢emo provijeriti ovisi li naprezanje ¢ o poviSenju
temperature iznad AT, i hoce li do ukupne promjene temperature 60 K stijenke
po mjeri b dotaknuti kalup tako $to ¢emo koristiti jednadzbe (16):

c,#20,0,=0,0,=0.

g7 =—&!" = —a (AT, - AT)) =-22-10° (AT, - 45,5).

| o, - 1 _ vo,
& ZE[%—V(%"'@)]:Ea% —E[ y—v(az+0x)]—— R
do 60 K
Ab] = b, ATyer =49,9-60-22-10 =0,06587 mm. (27)

£l =-22-10°(60-45,5)=-3,19-10" >
o, =-70000-3,19-10" =-22,33 MPa.

. VO,

& = =9,57-10"° — Ab7 =49,9-9,57-10° =0,004 775 mm.

y

Ab, (60 K)=Ab/ + Ab7 =0,06587 +0,004 775 = 0,070 645 mm.

Prema izracunu deformiranja bloka mozemo iz (27) vidjeti da ¢e se blok
deformirati tako da stranice po mjeri b nece dotaknuti kalup. Stanje naprezanja
pri ugrijavanju za 60 K bit ce:

o, =-22,33 MPa, o, = 0, o.=0.

Posmi¢ne komponente unaprijed zanemarujemo iako u stvarnosti postoje.
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3. MOMENTI TROMOSTI (INERCIJE) POVRSINE
- GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE PRESJEKA

Analizom savijanja tankih nosaca, o ¢emu ce biti rijeci u jednom od iducih
poglavlja, u jednadzbama koje povezuju opterecenje, geometriju presjeka i
naprezanja, pojavljuju se integrali koje nazivamo momenti tromosti (inercije)
presjeka. To su integrali po povrs$ini popre¢nog presjeka nosaca koji ukazuju
na ,otpornost” presjeka na opterecenje savijanjem, a oznacavamo ih velikim
slovom L. Sto je ve¢i moment tromosti, to je nosa¢ otporniji na savijanje, t.
naprezanje je manje. Naravno, naprezanje ovisi o obliku presjeka pa povecanje
momenta tromosti povrsine nije jedina veli¢ina (parametar) koji odreduju
naprezanje. Najjednostavnija predodzba znacaja ili utjecaja momenta tromosti
povrsine presjeka nosaca je deformiranje jednostavnog nosac¢a, odnosno ravnala,
prikazanog na slici 3.1.a). Rukama mozemo savijati ravnalo djelujuci spregom u
svakoj ruci, kako je prikazano na slici 3.1.b). Kada djelujemo istom spregom u
obje ruke, u oba je slucaja zamjetna velika razlika u deformiranom obliku, i to ako
ravnalo savijamo u orijentaciji ,,plosnato’, kao na slici 3.1.b), ili presjek zakrenemo
za 90° ,,okomito”. Velika je razlika u zakrivljenosti ravnala, ili drugim rije¢ima,
velika je razlika u pomaku sredine ravnala prema krajevima. Razlika u orijentaciji
presjeka prema djelujuc¢em spregu prikazana je na slici 3.1.c). Ako os y postavimo
uvijek okomito na ravninu crtanja, tada ¢emo u dvije razlicite orijentacije presjeka
imati veliku razliku u ,visini” presjeka u ravnini u kojoj se deformira, koja je u
svim prikazanim primjerima ravnina crtanja. Isti presjek, iste plostine i oblika,
pravokutnik mjera b x & ima ocito razli¢itu otpornost na deformiranje $to ovisi o
orijentaciji prema djeluju¢em spregu, kako je prikazano na slici 3.1.c), pa se zato
koristi tzv. I profil kao nosac kako je i prikazano na slici 3.1.d).

a)

orijentacija "plosnato
! — p—— 1] H] " H2H
T S| 3——

orijentacija "okomito”

=
]
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
ﬁ
&

b) <)
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A A
Z A
d)

Slika 3.1. Savijanje ravnala: a) uobicajeno ravnalo,
b) razlika deformiranja razlicito orijentiranog ravnala,
c) razlidite orijentacije presjeka prema djeluju¢em momentu (spregu) i
d) orijentacija I profila u nosac¢u

Racunanje momenata tromosti povriine presjeka ovdje ¢emo provoditi na
temelju ,,gotovih” jednadzbi koje proizlaze iz analize naprezanja i ravnoteze
presjeka nosaca pri savijanju prema [1]. Uz pojam momenta tromosti povrsine
postoje i potpojmovi: aksijalni, devijacijski (centrifugalni) i polarni momenti
tromosti povrsine presjeka. Karakteristika momenata tromosti povrsine je da su
najmanji za odredeni presjek prema tezi$nim osima, tj. aksijalni moment tromosti
presjeka, koji je najbitniji za ra¢unanje naprezanja pri savijanju, racunamo uvijek
prema tezi$noj osi oko koje djeluje moment savijanja. Ako je nosac kruto spojen
s nekim drugim dijelom, npr. plo¢om, tada ¢emo izrac¢unati utjecaj tog nosaca na
ukupno ponasanje sklopa prema osi izvan tezista presjeka nosaca.

dy
& a4 T dA

~

=
n <h

=
N %Ikg-

a) b) )

Slika 3.2. Definicija momenta tromosti povrsine:
a) aksijalni, b) devijacijski i ¢) polarni

Aksijalni moment tromosti presjeka odreden je prema jednoj osi, prema
kojoj i dobiva indeks. Za izvod jednadzbi uzet ¢emo da je os x uzduz nosaca,
a ostale dvije osi prema slici 3.2.a), pa ¢e za os y aksijalni moment tromosti
povrsine presjeka biti:
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hl2
I,=[2dd= [ bPdz=bz" /3" =bn*/12. (28)
y -2 e
Analogno tome, za os z aksijalni moment tromosti povrsine presjeka je:

b/2
L=[yda= [ hdz=hz /3] =bh/12. (29)
—-b/2
A —-b/2
Prema slici 3.2.b) devijacijski ili centrifugalni moment tromosti povrsine
presjeka odreden je prema:

h/2 b/2
Iyzzjyszz I Z( J ydy}dz=0. (30)
A

—h/2 —b/2

Unutra$nji integral u jednadzbi (30) daje nulu, $to znaci da je cijeli integral
jednak nuli. Na temelju toga zaklju¢ujemo da je za simetri¢ne presjeke prema
tezi$nim osima devijacijski moment tromosti povrsine presjeka jednak nuli.
Polarni momenti tromosti povrsine presjeka racunamo u skladu sa slikom 3.2.c)
prema:

Jp=jp2dA=jp22pndp=2ﬁp4/4;=r47z/2=d47z/32. (31)
A 0

Zaklju¢no treba naglasiti da za izracunavanje aksijalnog momenta tromosti
presjeka kompliciranog presjeka koristimo linearnost operacije integriranja
pa moment tromosti presjeka izra¢unavamo zbrajanjem momenata tromosti
prema tezisnoj osi cijeloga presjeka izracunavanjem momenata tromosti presjeka
pojedinih jednostavnih dijelova presjeka, kako je prikazano na slici 3.3.

a »‘b>< C 3——
z 2 z
-~ - A % o
3! Ty,
a) b)

Slika 3.3. SloZeni presjek: a) geometrija i b) razdijeljeni presjek na osnovne likove

Izracunavanje pojedinih ,sastavnica’, tj. pribrojnika za moment tromosti
cijelog presjeka mora biti drugacije od izra¢una prikazanog u jednadzbama od
(28) do (30) jer su oni izrac¢unati prema vlastitim tezinim osima, dok se ovdje
ra¢una moment tromosti presjeka prema osima u tezistu presjeka. To znaci da
nam trebaju jednadzbe za izracun momenta tromosti presjeka prema osi koja je
izmaknuta iz tezista, $to Ce biti prikazano u nastavku teksta.
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3.1. Momenti tromosti povrSine presjeka prema osima izvan
teziSnih osi
Za izracunavanje aksijalnog momenta tromosti sloZenog presjeka treba

izra¢unati momente tromosti presjeka prema osima izvan tezista, u skladu sa
sljede¢om slikom.

& a4
T } ¢
= Z\Z ]
h - ! ~
_y a h ) 1a
AR N z,
!
b a) ‘Q’ b)

Slika 3.4. Moment tromosti presjeka prema izmaknutoj osi iz tezista:
a) Steinerov dodatak za aksijalni moment tromosti i b) mjere odmaka osi

Aksijalni moment tromosti presjeka prema osi y, izracunat c¢emo u skladu

sa slikom 3.4.a) prema:
h/2—a
h/2-a

I,=[zda= [ bz’dz=bz>/3 " =

N —h/2-a
A —h/2—-a
b (h/2-a) ~(=h/2-a)' |/3=b[2K" 18+6a%h/2]/3= (32)
b[ I’ /4+3d’h]/3=bl’ |12+ a’bh =
Iy +d*A.

Iz jednadzbe (32) mozemo zakljuciti ($to je u literaturi dokazano za op¢i slucaj,
ne samo za pravokutni presjek) da za izmaknute osi aksijalne (i devijacijski)
momente tromosti racunamo dodaju¢i odgovaraju¢em teziSnom momentu
tromosti presjeka tzv. Steinerov dodatak, umnozak plostine presjeka i kvadrata
udaljenosti tezi$ne osi tog lika i osi prema kojoj racunamo moment tromosti
cijelog presjeka. Bez prikazivanja detalja, jednadzbe za izracunavanje preostalih
momenta tromosti presjeka, u skladu sa slikom 3.4.b), su:

I, =b’h/12+c*bh=1,+A.
I, =acbh=1_+acA.

Nz

(33)

Pri ra¢unanju devijacijskog momenta tromosti presjeka za lik odmaknut od
tezi$nih osi cijelog presjeka treba uzeti u obzir predznak veli¢ina a i c tako §to
¢emo ih promatrati u teziSnom koordinatnom sustavu cijelog presjeka. Za
izracun momenta tromosti presjeka slozenih presjeka, uz Steinerovo pravilo,
koristit ¢emo i tabli¢ne podatke (jednadzbe) za teZisSne momente tromosti
presjeka i preracunavati na osi cijelog presjeka.
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3.2. Glavni teziSni momenti tromosti povrSine presjeka

Slicno kao i kod naprezanja, i momente tromosti presjeka mozemo
transformirati zakretanjem koordinatnog sustava oko tezista presjeka racunajuci
pritom promijenjene vrijednosti aksijalnih momenata tromosti i devijacijskog
momenta tromosti ovisno o kutu rotacije. Za neki kut devijacijski moment
tromosti postat ¢e nula, slicno kao i posmi¢no naprezanje pri transformaciji
naprezanja, a te ¢emo pripadajuce aksijalne momente nazvati — glavni tezi$ni
momenti tromosti presjeka. U analizi savijanja, zbog koje ra¢cunamo momente
tromosti presjeka, bitno je doznati koje su osi glavne teziSne osi tromosti
presjeka jer one odreduju deformiranje i raspodjelu naprezanja pri savijanju. Bez
prikazivanja detalja, koji su prikazani u literaturi [1], prikazana je jednadzba za
izrac¢un glavnih tezisnih momenata tromosti i osi presjeka koja izgleda ovako:

_LrL, [1},—12 21

2
J+I§Z, tan(2¢, ) =——. (34)

2T 9 2 I -1

y z
Primjer 3.1. Glavni tezi$ni momenti tromosti presjeka za nesimetricni T profil

Treba odrediti glavne tezi$ne momente i osi tromosti presjeka za presjek
prikazan na slici 3.5.a). Zadano je: / = 100 mm, a = 10 mm, b = 5 mm, ¢ = 50
mm, d = 80 mm.

—

a_lc

1 /‘

1y 20

z y z

T1 T2

VT .\1/ _2 0 — VTQ
A/ 1

// Lobs D I e )

e 12
y P
~ Yy 2 /o =
— l — / \\\ y
a) b)
Slika 3.5. Nesimetri¢ni T presjek: a) geometrija i

b) rastavljanje na pravokutnike
Naslici3.5.b) prikazani sulokalni koordinatni sustavi za svakilik (pravokutnik)
koji sacinjava zadani T presjek i pomoc¢ni koordinatni sustav, oznacen

Oy,z,, pomocu kojega izracunavamo polozaj tezista presjeka, i postavljamo
koordinatni sustav u teziSte. Koordinate tezita pojedinih pravokutnika su:
Y, =40 mm, z;; =-5mm, y;, =52,5 mm, z;, = 45 mm. Teziste presjeka u pomoénom
koordinatnom sustavu je:

Ay + A4y, 80-10-40+90-5-52,5

Yr = = =44,5 mm,
A+ A 80-10+90-5
1 2 (35)
.- Az + Az, _80-10-(=5)+90-5-45 13 mm,
A+ A 80-10+90-5
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C
z 1

zZ
Ay -

d, 1y d, yzv

!

Slika 3.6. Udaljenosti lokalnih osi od teZi$nih osi presjeka

Na slici 3.6. prikazane su udaljenosti lokalnih osi pojedinih pravokutnika od

tezi$nih osi presjeka. Oznake u iducoj jednadzbi su primjerice 7, koji oznacuje
moment tromosti presjeka prema osi y za prvi lik u presjeku.

Na temelju te slike mozemo izracunati pojedine udaljenosti:
¢ =45mm,c,=8mm,d, =18mm,d, =32 mm., a nakon toga momente tromosti
presjeka prema tezi$nim osima:

=0+, 1 =I'+I,1 =1 +I

y> iz z z> yz yz?
Io=1,+d} A1 =1, +d} A, I, =1 +cl 4,1 =1, +C 4, (36)
I, =(=¢,)(=d,) 4, I, =c,d, 4,.
3 3
=310 4 g0.10-187 = 265 866,6 mm*, =%+5-90-322 764 550 mm"
1,=1030 416,6 mm"*
3 3
I _30 10+80-10-4,52 =442 866,6 mm*, I’ 3 90+90~5-82:29 737,5mm*  (37)

1. =472 604,16 mm*
I!,=80-10-(-4,5)(~18) =64 800 mm*, 77, =90-5-8-32=115 200 mm"*

s Ly

1, =180 000 mm".
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Glavne tezisne momente i osi tromosti presjeka racunamo prema:

2
I +1 I -1
SR T=A R

2 2 2

1030 416,6+472 604,16 +\/(1 030 416,6—472 604,16
2 - 2

751510,416 7+331946,827 5= I, = 1083 457,244 mm*, I, = 419 563,589 mm*
2-180 000
1030 416,6—472 604,16

2
J +180 000 =
(38)

tan(2¢, ) = = ¢, =16,419°.

Rezultat prorac¢una prikazat ¢emo na presjeku, slici 3.7., jer tako najbolje
docaravamo sto predstavlja kut ¢, .

2
\\.—/,(
\
%
——

L] ‘1

Slika 3.7. Glavne teZi$ne osi tromosti presjeka

Primjer 3.2. Glavni tezi$ni momenti tromosti presjeka za pravokutni profil
s okruglom $upljinom

Treba odrediti glavne teziSne momente i osi tromosti presjeka za presjek
prikazan na slici 3.8.a). Zadano je: a = 100 mm, b = 70 mm, ¢ = 20 mm, d = 30
mm, e = 30 mm.

Ovdje ¢emo koristiti pristup oduzimanja kruga kao ,,negativne” povréine, tj.
praznine, od ,,punog” pravokutnika radi lakSeg izra¢unavanja momenta tromosti
presjeka. TeziSte i momente tromosti presjeka izra¢unavamo promatrajuci presjek
kao pozitivnu povrsinu pravokutnika i negativnu povrsinu kruga. Teziste presjeka
radunamo prema:
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(W]

z
L 0\ y() ‘

a) b)

Slika 3.8. Pravokutni presjek: a) geometrija i
b) presjek kao razlika pravokutnika i kruga

Nadalje racunamo momente tromosti presjeka prema teziSnim osima presjeka

u skladu sa slikom 3.9.
16,6 22.25
7?/ ) zZ,
N

2735
i R
Les Ly ol
2 WY

Slika 3.9. Odmaci osi pojedinih dijelova presjeka od tezi$nih presjeka

3
I, _ 701007 100.70.2,25% = 5868 770,83 mm,

4
= —(”610 +22,25 . 730 /4} =389 699,5 mm®*,

1,=5479071,3 mm",

3
Ij:w+100-70-1,682:2878090,13mm4, (39)

4
I} = -(3064” +16,68 -30%/4} =-236443,8 mm*,

I, =2641646,32 mm*,
I,, =100-70-(-2,25)(~1,68) =26 460 mm*,
I7 =-30°7/4-(-22,25)(-16,68) = —262 336 mm",
[, =-235876 mm”*.
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Glavne tezisne momente i osi tromosti presjeka racunamo prema:

_Q+L+

L2

2

1,-1,
2

2
2 _
J +1, =

5479 071,3+2 641 646,32 +\/[5 479 071,3—2 641 646,32

2

2

2
] +235876° =

4060 358,83+1438187,28 = I, =5 498 546,11 mm*, I, =2 622171,55 mm"*,

tan (29, ) =

Presjek s ucrtanim glavnim tezi$nim osima tromosti prikazan je na slici 3.10.

Primjer 3.3. Glavni tezZiSni momenti tromosti presjeka od standardnih

2-(-235

876)

5479 071,3-2 641 646,32

~

~

F

= @, =—4,72°.

Slika 3.10. Glavne teZi$ne osi tromosti presjeka

vruce valjanih U profila

Treba odrediti glavne teziSne momente i osi tromosti za presjek prikazan
na slici 3.11.a). Presjek je sacinjen od dva zrcalno postavljena standardna vruce
valjana profila U 80. Spojeni su zavarenim spojem tako da ¢ine (deformiraju se)

jednu cjelinu.

1

I,

/

14,5

a)

Ty
|

80

45

i

b)

!

(40)

TN
i Tll Y o
= z
2“ B {EO -
! § T, Y, [+
\ 1 ‘

c)

Slika 3.11. Kutijasti profil od dva zrcalno postavljena U 80 profila:
a) geometrija, b) orijentacija tezi$nih osi tromosti i c) kote tezista
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Vrucée valjani profil U 80 je simetri¢ni profil, §to zna¢i da mu je za teziSne
osi devijacijski moment tromosti povrsine jednak nuli. Ukupni kutijasti profil je
dvostruko simetrican pa mu je devijacijski moment tromosti povrsine takoder
jednak nuli. Aksijalni momenti tromosti koje izra¢unavamo za teziste cijelog
presjeka bit ¢e ujedno i glavni tezi$ni momenti tromosti. Teziste kutijastog
presjeka se moze vrlo lako odrediti i bez izrac¢unavanja jer se nalazi na presjecistu
ravnina (osi) simetrije, tj. na sredini visine i §irine presjeka. Za standardne profile
mnoge geometrijske karakteristike presjeka ne racunamo na temelju osnovnih
jednadzbi jer bi to u vecini slucajeva bilo vrlo tesko (primjerice U 80 ima
prijelazne radijuse, kosine), ve¢ oc¢itavamo te brojeve iz kataloga ili priruc¢nika, na
primjer iz Strojarskog priru¢nika Bojana Krauta. Iz njega mozZemo is¢itati da je
Za USD: A=11cm?, 1,=6,36 em*, 1. =106 em*. Orijentacija osi za U profil za koju
su ocitane vrijednosti prikazana je na slici 3.11.b). Mjere i kote polozaja tezista
prikazani su na slici 3.11.c).

Osi presjeka postavit ¢emo onako kako su postavljene u priru¢niku, tj. os y
postavit ¢emo ,vodoravno’, a os z vertikalno. TeZiSne momente tromosti presjeka
izracunat ¢emo tada ovako:

1,=2[1,,+ A(45-14,5)" | =2[ 63600 +1100(45-14,5)" | =
2173750 mm* = 217,375 cm®,
I,=2I_,=2-1060000=2120000 mm* =212 cm*, (41)
I,=1,=2173750 mm* =217,375 cm*,
I,=1_=2120000 mm* =212 cm*.

Za I_nema Steinerovog dodatka jer obje teZisne osi z pojedinih presjeka
(likova) leze (poklapaju se) na tezi$noj osi z kutijastog (ukupnog) presjeka.
Devijacijski tezi$ni moment tromosti presjeka jednak je nuli jer je kutijasti
presjek dvostruko simetric¢an. Izrac¢unati tezisni momenti tromosti su ujedno

glavni tezini momenti tromosti, kao i osi. Os 1 je os y, a 0s 2 je 0s z, §to je
prikazano na slici 3.12.
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Slika 3.12. Glavne tezZiSne osi tromosti

Primjer 3.4. Glavni teZiSni momenti tromosti presjeka od standardnih
vruce valjanih profila

Treba odrediti glavne tezisne momente i osi tromosti presjeka za presjek
prikazan na slici 3.13.a) Presjek je sacinjen od dva standardna vruce valjana
profila, U 80 i L 100 x 100 x 10 koji su spojeni zavarenim spojem tako da ¢ine
(deformiraju se) jednu cjelinu. Karakteristike profila su:

U80:4,=1lcm’, 1, =6,36cm*, ]

z2

=106 cm*,
L 100x100x10: 4, = 1810 mm?, 7, = 2,7-10° mm*, 7, = 6,95-10° mm*, ¢, = 45"

N 100 o 100 _
28,2 _ 182
2 = o) §
z Tl ug z Tl =
N — -— % . -—
\_ | % L\ N
T 5 _
— . |1 R
E v, | B I8 v, |4
= 3138 r o 318 |
o 80 - - £0 -
a) b)

Slika 3.13. U 80i L 100 x 100 x 10 spojeni profili: a) geometrija i kote i
b) pomo¢ni koordinatni sustav
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Za kutne profile cesto su u priruc¢nicima i katalozima prikazani glavni tezi$ni
momenti i kut, umjesto aksijalnih i devijacijskog, pa ¢emo za izra¢un morati
prerac¢unati dostupne podatke prema:

yz

2¢0:90°:>tan(2(p0):oo:>[ =0o=1 -1 =0.=1, =1,

1

vz

B

2
1 +1 1 -1 21
[1’2= yz : 4 [ yz 2] +[;Z =Tyi ]; :]yi (42)

[=2,7-10°=1 + =2,7-10°~1

Vo

I,

L=

I,

I,=6,95:10°=1,-|1.]|.-6,95:10° = 1, -(2,7-10°~ 1,),
2,7-10°+6,95-10° =27, = I, =1,697-10° mm"*.|7,_|=1,003-10° mm"*.

Zasad ne mozemo jednozna¢no odrediti predznak devijacijskog
momenta tromosti jer je kut rotacije koordinatnog sustava za glavne osi definiran
od osi za koju je aksijalni moment tromosti ve¢i, no kako su u ovom slucaju oba
jednaka, tesko je otkriti je li kutg, pozitivan ili negativan. Pritom ¢e nam pomoci
znacenje devijacijskog momenta tromosti presjeka, a to je, jednostavno receno,
umnozak plostine dijela presjeka koji zasad promatramo s koordinatama tezista
u promatranom koordinatnom sustavu kroz teziste presjeka 1, L profila. Taj profil,
radi lakSeg uocavanja pojednostavljenog odredivanja predznaka devijacijskog
momenta tromosti, promatramo kao zbroj ,,skoro” vodoravnog pravokutnika, do
osi z, pa ,,kutnog” dijela koji sadrZi prijelazni radijus, do osi y,, te vertikalnog
pravokutnika, od osi y,. Prvi pravokutnik ima teziste u negativnom dijelu po osi z,
i pozitivnom po osi y , stoga je njegov umnozak Ayz negativan, kakav je i za drugi
pravokutnik, samo obrnutih predznaka koordinata tezista. Kutni dio ima obje
koordinate negativne, $to daje pozitivan umnozak, no plostinom je manji od oba
pravokutnika, a i koordinate tezi$ta su mu manje od pravokutnika. Stoga se moze
zakljuciti da su dva pribrojnika negativna, jedan, onaj manji, je pozitivan, pa je
devijacijski moment tromosti negativan. To prema jednadzbi (34) znaci potvrdu
da je za negativan devijacijski moment tromosti kut mjeren od osi z prema osi y,
§to je negativan kut.

Prvi je korak pronalazenje tezista presjeka. Za to se najprije odabire pomo¢ni
koordinatni sustav, prikazan na slici 3.13.b). Odabir tog sustava je proizvoljan i ne
utjece na izracun koordinata tezista lika. Ponekad izbor pomo¢noga koordinatnog
sustava moZe malo olaksati izracun ili ocitavanje koordinata tezi$ta pojedinih
likova sastavnica cijeloga lika. Ovdje se moze relativno povoljno postaviti ishodiste
pomo¢noga koordinatnog sustava na plohu dodira dvaju profila, odnosno na
liniju spoja tezista profila. Unaprijed se moze re¢i da ce teziste cijelog lika biti na
spojnici dvaju tezista profila. Nakon toga se izra¢unavaju koordinate tezista lika:
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1810-28,2+1100-(-14,5
g = Aat A : (143) 15 06 mm. (43)
A+ 4, 1810+1100
Sada se za svaki od dijelova presjeka (profila) izra¢unava ,,doprinos” u momentu

tromosti povrsine prema:

I; =1,003-10° +1810-(28,2—12,06)2 =1474504,3 mm",

I’ =6,36-10* +1100-(~14,5-12,06)" =839 577 mm*,
1,=2314081,3mm",
1. =1,003-10° mm*, 77 =1,06-10° mm"*, (44)
1.=2,063-10° mm*,
I, =-1,003-10° +1810-(28,2-12,06)(0) =-1,003-10° mm*,
12 =0+1100-(—12,06-14,5)(0) = 0 mm*,
I, =-1,003-10° mm*,

2
L+1 |(1,-1
L,="x | 2= 412 =
P2 2 ”

6 _ 100 Y
2314081,3+2,063-10 i\/(2314081,3 2,063-10 J +(_1’003.106)2

2 2
2188541+1,01083-10° = 7, =2188 541+1,01083-10° ~3,2-10° mm* (45)
1,=2188541-1,01083-10° ~1,177 7-10° mm*,
21, 2. 10°
tan(2¢, ) =—= 2:1,01083-10 =-8,0518 = 2¢, =—82,92°. ¢, =—41,46°.

1,-1, T 2314081,3—2,063-10°

Na slici 3.14. prikazana je orijentacija glavnih tezi$nih osi tromosti presjeka.
)

T, y

Slika 3.14. Orijentacija glavnih tezi$nih osi tromosti presjeka
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3.3. Polarni momenti tromosti

Za okrugle presjeke izracun polarnog momenta tromosti je relativno
jednostavan. Za izracunavanje se koristi jednadzba (31) pa ¢e na primjeru
proracuna jednakog polarnog momenta tromosti za odabrani puni presjek
i trazenje prstenastog presjeka istog polarnog momenta tromosti, uz neko
ogranicenje, biti prikazano izracunavanje.

Primjer 3.5. Polarni momenti tromosti presjeka

Treba odrediti mjere prstenastog kruznog presjeka koji ima jednak polarni
moment tromosti kao i puni okrugli presjek promjera d = 30 mm, uz uvjet da
je omjer debljine stijenke prema vanjskom promjeru najmanje s/D = 0,05. Treba
prikazati tri razlicita prstenasta presjeka.

Za izracun polarnog momenta tromosti presjeka prstenasti presjek mozemo
prikazati kao puni presjek s oduzetim krugom presjeka odnosno Supljinom.
Usporedne mjere (kote) punog i prstenastog presjeka prikazane su na slici 3.15.

Slika 3.15. Puni (lijevo) i prstenasti (desno) presjek s kotama

Za prstenasti presjek debljina stijenke s povezana je s kotama promjera prema
D=d+2s.Ujednadzbikoja ¢e posluziti za trazenje vanjskog promjera uz odredenu
relativnu debljinu stijenke prema promjeru uvodimo poveznicu debljine stijenke
i promjera pa parametarski racunamo polarne momente tromosti prema:

I, =d'7/32=30"7/32=79521,564 mm"*,
d=D-2s

I =(D4—d4)z/3z.d=D—2iD,i=a (46)
D D

p2

d=D(1-2a);a (0, 0,25].
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Mozda je najjednostavnije izra¢unati parametarski u racunalnom programu
MS Oftfice Excel, no na koji god se nacin izrac¢un provede, u tablici 1 bit ¢e
prikazani odabrani parametri omjera debljine stijenke prema vanjskom promjeru
o i dobiveni vanjski i unutrasnji promjeri s jednakim polarnim momentom
tromosti kao u puni presjek promjera 30 mm. Uz to je zanimljiv omjer plostine
presjeka punog i prstenastog oblika jer to ukazuje na utroseni materijal, tezinu
strojnog dijela i sl. Za izracun nekog o, matematicki receno, koristi se metoda
prediktor - korektor, tj. metoda pokusaj - pogreska. Slobodna veli¢ina je D,
pa u jednostavnim nacinima proracuna, osoba koja proracunava procjenjuje
koliki promjer treba staviti u idu¢em koraku proracuna, prema gresci ili razlici
izrac¢unatog I prema trazenom. Napredniji nacin je da se pokusa izvesti oblik D
= f (o), §to je ili tesko ili nemoguce s funkcijom varijable na cetvrtu potenciju.
Nesto naprednije od procjene i tipkanja (trzenja) promjera je algoritam koji ce
do trazene tocnosti traziti promjer prema zadanom parametru o. Na slici 3.16.
prikazani su presjeci dobiveni i prikazani u tablici 1, za usporedbu prema punom
presjeku 30 mm.

Tablica 1. Usporedba prestenastih presjeka istog polarnog momenta tromosti
kao puni presjek od 30 mm

relativna
/D | D,mm | s, mm d, mm I, mm* A, mm? plostina
A/A,
0,4 31,06 12,424 18,636 | 79 528,83 484,923 0,686
0,2 34,23 6,846 27,384 | 79574,49 331,289 0,469
0,05 45,72 2,286 43,434 | 79 570,86 160,069 0,226
18.64 27.38
‘ i
| |
e
! !
!
30 31,06 34;23
100 % A 68,6 % A 46,9 % A 22,6 % A

Slika 3.16. Usporedba mjer a okruglih profila istog polarnog momenta tromosti povrsine
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4. AKSIJALNO (UZDUZNO)
OPTERECENI STAPOVI

Kada se ograni¢imo na promatranje $tapa stalnog popre¢nog presjeka,
jednostavno opterecenog, tako da je uzduzna sila stalna, a svojstva materijala
konstantna, ocekujemo da su uvjeti i promjene svugdje isti. To nam govori da
¢e promjena geometrije, odnosno deformacija, biti svugdje ista, pa dolazimo do
raspodjele naprezanja uzduz takvog $tapa (ili dijela Stapa na kojem su presjek, sila
i materijal stalni), koja je stalna. Na nekom presjeku, uzduz $tapa, o¢ekujemo isto
naprezanje. Ovo je prikazano na slici 4.1.

L
7 Ay B ] I Ao B
' X
A =B
Al BO Lﬂ 1A] BO
a) b)

Slika 4.1. Deformiranje $tapa: a) neoptereceno i deformirano stanje i
b) detalj zamisljenih pravokutnika prije i poslije deformiranja

Na slici 4.1.a) crnom je bojom prikazana kontura $tapa prije djelovanja sile
F. Pretpostavimo da je $tap pravokutnog presjeka. Plavom je bojom oznacen
zamiSljen pravokutnik Aj — B u svrhu pracenja promjena na Stapu na tom
podrudju. Razmak izmedu vertikalnih duzina je mali u odnosu na duljinu $tapa.
Detalj deformiranja $tapa prikazan je preko zamisljenih duzina na slici 4.1.b).
Srafirani pravokutnik u plavoj boji oznacava pocetno nenapregnuto stanje, dok
zeleni $rafirani pravokutnik predstavlja deformirano, napregnuto stanje. Pomak
duzine A je manji od pomaka duzine B jer je duzina B dalje od ukljestenja, a u
ovom je slu¢aju pomak raspodijeljen linearno od ukljestenja prema slobodnom
kraju. Na slici 4.3. prikazani su dijagrami duljinske deformacije, naprezanja i
pomaka po Stapu. Deformacija i naprezanje su svugdje po $tapu jednakog iznosa
i smjera, dok se pomak mijenja linearno od ukljestenja prema slobodnom kraju.
Sto je presjek dalje od ukljestenja, to je vise pomaknut u odnosu na svoj polozaj
prije opterecenja u istom koordinatnom sustavu. Principijelno je duljinska
deformacija odredena kao derivacija pomaka u po koordinati x [1], no mi ¢emo
za potrebe proracuna $tapova opterecenih uzduznim silama koristiti ,,gotovu”

jednadzbu za promjenu duljine dijela Stapa za koji vrijedi: N, 4, E =konst.

Strucni studij Strojarstva 53



Josip Hoster

Al =—=. 4
“E (47)

U sluc¢aju promjenjive uzduzne sile ili popre¢nog presjeka ili svojstava
materijala moZemo izracunati pomake pojedinih tocaka koriste¢i jednadzbu
(47) kako je prikazano u primjeru 4.1.

4.1. Deformiranje $tapa konstantnog presjeka

Najjednostavniji slu¢aj osnog opterecenja $tapa je $tap ukljesten na jednom
svom kraju i opterecen silom na drugom svom kraju. Za potrebe opisivanja
pomaka krutog tijela, $to ¢e biti korisno kasnije u poglavlju, prikazana je analiza
pomaka tocaka (defomiranja) $tapa prema slici 4.2.

Z F

7
’///———as—k——r——
e L

Slika 4.2. Stap konstantnog presjeka opterecen silom

Stap na slici 4.2. optereéen je silom izmedu svojih krajeva. Ovo znadi da je
dio $tapa od ukljestenja do mjesta djelovanja sile opterecen, napregnut, stoga
oc¢ekujemo da je i deformiran, a dio od sile na desno nije optere¢en, napregnut,
pa nece biti deformiran. Medutim, on ¢e dobiti pomak u odnosu na neoptere¢eno
stanje, jer je ,neprekidan dio” s dijelom koji se deformira. To mozemo predociti
kao dva ,zalijepljena” $tapa, prvi, duljine a, koji ima nekakvu ploc¢u koja
raspodjeljuje silu F po presjeku i koja se produljuje, i drugi, koji se pomice zbog
pomaka desnog ,kraja” prvog Stapa. Taj se dio pomice bez deformiranja, odatle
i naziv ili izraz ,pomak krutog tijela” (ne deformira se = kruto). Na slici 4.3.
prikazana je raspodjela uzduzne unutra$nje sile N_i pomaka uzduzno osi tapa
(komponenta pomaka na osi x), u. Promjenu duljine dijela $tapa koji je napregnut
ratunamo prema:

Fa

Alzu(xza)z%, u(sz)zu(xza)zE.

(48)

Bududi da je uzduzna sila stalna na dijelu od 0 do a, naprezanje i deformacija
su takoder konstantni pa se tada i svaki susjedni ,,presjek” od ukljestenja udesno
jednako rasteze odnosno deformira. Stoga uzduzni pomak postupno (linearno)
raste do najvece vrijednosti u tocki na koordinati a.
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Z I
e ———
d L
® h Ny
U
Fa/(AF) ¢

Slika 4.3. Raspodjela uzduzne sile i pomaka

4.2. Deformiranje Stapa stupnjevanog presjeka

Primjer 4.1. Deformiranje §tapa stupnjevanog presjeka opterecenog s tri sile

Za $tap prema slici 4.4. potrebno je izra¢unati pomak oznacenih tocaka.
Zadano je: F, =2000 N, F,=1000 N, F, = 1000 N, A, =20 mm? A, = 15 mm? A,
=10 mm? L, = 1000 mm, L, = 500 mm, L, = 500 mm, E =200 000 N/mm?®.

A By ¢, D
3
P S e R e
Ll L») LQ 3

Slika 4.4. Stap stupnjevanog presjeka optereéen silama

Za izracun pomaka pojedinih oznacenih tocaka koristit ¢emo jednadzbu
(47). Za pocetak nam treba raspodjela uzduzne sile po $tapu, naprezanja te
deformacije. Pomak tocke B izrac¢unat ¢emo prema jednadzbi (47) uz postavljanje
poznatog pomaka na lijevom kraju dijela Stapa A-B, §to je ukljestenje, pa slijedi:

NysL .~ —2000-1 000

u, =0,u, =u, + =0+ =-0,5 mm. 49
* BOh T 4E 20-200 000 )

Prema slici 4.5. na dijelu od tocke B do tocke C nema uzduzne sile pa taj dio
nece promijeniti duljinu, jer nije napregnut, a toc¢ka C ¢e imati isti pomak kao
tocka B, tj. u. =u, +0=-0,5 mm. Dalje izra¢cunavamo pomak tocke D prema:

NeoL, 1000500

Uy, =U. +—— =-0,5+—=-0,25 mm.
P AE 10-200 000 (50)
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Pomaci po $tapu raspodijeljeni su linearno izmedu mjesta na kojima se mijenja
presjek ili unutrasnja sila. Ako je naprezanje na nekom dijelu $tapa konstantno,
a materijal homogen, onda ¢e i prema Hookeovom zakonu i deformacija biti
konstantna. Buduci da je duljinska deformacija derivacija pomaka po koordinati
x [1], tada je pomak koji je integral deformacije linearan. Na dijelu $tapa na kojem
nema naprezanja, a time ni deformacije, a to je dio od tocke B do tocke C, pomak
je jednak, tj. tocka C se ne pomice u odnosu na (relativno prema) tocku B.

L] L B A3
| R L
1 000N
% Tl 1] N,
2 000N 100 MPa #
# Ox
100 MPa 0,000 5
& Bl
0,000 5
u
Sl [N 0,25 mm

-0.5 mm

Slika 4.5. Dijagrami uzduzne sile, naprezanja, deformacije i pomaka za stap

4.3. Dopusteno naprezanje

Najznacajniji ishod analize elemenata strojeva i konstrukcija u kontekstu
strojarstva je zadovoljavanje funkcije dimenzioniranjem, tj. dodavanjem
popre¢ne mjere na neka ogranicenja u obliku ili duljini kako bi $tap zadovoljio
funkciju. To davanje mjera presjeku zovemo dimenzioniranje. Dimenzioniramo
prema principu poznavanja raspodjele naprezanja po presjeku za neku vrstu
opterecenja, poznavanja svojstava materijala, ponasanja materijala u odredenim
uvjetima, traZzenja najveceg naprezanja po presjeku te postavljanja zahtjeva da
je najvece naprezanje manje od dopustenog za dane uvjete i zadani (odabrani)
materijal. Dopusteno naprezanje izracunavamo za mirno opterecenje (staticko)
najces¢e prema Hookeovom dijagramu, tj. na temelju podataka iz Hookeovog
dijagrama dobivenog pri rastezanju materijala. Simboli¢ni Hookeov dijagram za
duktilni konstrukcijski celik, od kojeg su vrlo ¢esto izradeni dijelovi konstrukcija
i strojeva, prikazan je na slici 4.6.
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€ € b)

Slika 4.6. Hookeov dijagram: a) za duktilne materijale i b) za krhke materijale
Na dijagramu na slici 4.6.a) znacajna vrijednost naprezanja je o,, odnosno

o, , koju zovemo granica elasti¢nosti ili granica tecenja. Ispod te vrijednosti
naprezanja materijal se ponasa elasti¢no, tj. ako uklonimo opterecenje, silu i $tap,
ispitni uzorak ce se vratiti u prvobitno stanje, bez trajnih promjena. Uklanjanje
optere¢enja zovemo i rasterecenje. Nakon te vrijednosti naprezanja materijal
plasticno tece, tj. mijenja se trajno, duljinom i popre¢nim presjekom. Nakon
rastere¢enja nova granica te¢enja poprima vrijednost naprezanja s kojeg je pocelo
rasterecenje. Na slici 4.6.b) prikazan je dijagram rastezanja krhkog materijala
koji nema plasti¢nosti. Kada dosegne grani¢no naprezanje koje moze izdrzati,
pukne bez pojave plasti¢ne deformacije. Takvi su materijali sivi lijev, staklo, neki
polimeri i velika vec¢ina kompozitnih materijala u kojima su nositelji svojstava
uglji¢na, staklena ili neka druga krhka vlakna.

U dijelovima strojeva i konstrukcija ne zelimo da dode do promjene oblika
i mjera, tj. ne zelimo plasti¢no tecenje materijala. Plasti¢no tecenje je pozeljno
prilikom preoblikovanja, primjerice kovanja, preSanja, dubokog vucenja,
provlacenja, savijanja radi promjene oblika i sl. Ovo znaci da ¢emo postaviti
granicu na naprezanje u materijalu $tapova i svih ostalih dijelova strojeva i
konstrukcija na granicu tecenja jer nikako ne zelimo dopustiti pojavu plasticnog
tecenja. Medutim, moramo uzeti u obzir i jednu nepovoljnu ¢injenicu, a to je da su
sile, momenti i raspodijeljena opterecenja koja crtamo kao opterecenja Stapova i
nosaca, koja su obi¢no zadane vrijednosti, u stvarnosti posljedica medudjelovanja
konstrukcije koju proracunavamo i okoline, ili drugih dijelova stroja ili
konstrukcija. Uvijek postoji neka razina nesigurnosti u predvidene vrijednosti
opterecenja, stoga moramo razmisljati $to je s nesigurnim ,,dijelom” vrijednosti
opterecenja, tj. kako osigurati funkcioniranje dijela stroja ili konstrukcije, a time
i cjeline ako se dogodi povecana vrijednost opterecenja. Iz tog razloga uvodimo
faktor sigurnosti koji predstavlja broj kojim se ,,odmi¢emo” od granice tecenja
prema dolje, svojim najve¢im naprezanjem u primjerice $tapu, kako bismo imali
neku zonu sigurnosti od plasti¢nog tecenja ako se i dogodi povecano opterecenje,
koje ne uzimamo u normalnom radu, koji nazivamo — nominalni uvjeti rada.U
slu¢aju krhkih materijala, odmic¢emo se na isti na¢in od granice loma, o, .
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Faktor sigurnosti je Cesto oznalen saS,f,,,. Dopusteno naprezanje
izracunavamo prema:

Gdopzo-T/f;’ Gdopzo-L/f,‘c‘ (51)

Vrijednost faktora sigurnosti je uvijek vec¢a od 1, a obi¢no je od 1,25 navise,
sve do 12 za uzad dizala za prijevoz osoba.

Primjer 4.2. Dimenzioniranje jednostavnog Stapa

Za $tap prikazan na slici 4.7. treba odrediti mjere popre¢nog pravokutnog
presjeka ako je Stap izraden od konstrukcijskog celika St37 (S235). Provrti za
prihvat svornjaka (osovine) na krajevima ne uzrokuju koncentraciju naprezanja.
Zadano je: F=5000 N, f. =1,5, b/h = 0,25.

Lo -

Slika 4.7. Jednostavan $tap opterecen silama

Materijal oznacen St37, odnosno S235, je konstrukcijski celik s granicom
tecenja (za debljine do 16 mm) od 235 N/mm? ili MPa. Dopusteno naprezanje
izratunat ¢emo prema: o, =0,/ f, =235/1,5=156 MPa. Stap ima jednolik
popre¢ni presjek i konstantnu uzduznu silu pa dimenzioniranje provodimo
ogranic¢avanjem najveceg naprezanja (za osno opterecene stapove smatramo da je
po presjeku konstantno naprezanje) prema dopustenom naprezanju:

o,=F/A=F/(bh)<oy,,

0,25h-h>F /oy, =h’ >4F | o4 = h> J4F | 0, (52)
h>,4-5000/156 =11,323 mm (12 rnm).b=3 mm.

Na pocetku je zadan omjer stranica poprecnog presjeka kako ne bismo imali
beskona¢no mnogo to¢nih rjesenja, nego samo jedno. U rjeSenju (52) u zadnjem
redu u zagradi prikazana je ,zaokruzena” mjera visine presjeka jer je ta dobavljiva
u Zeljezarama. Standardni vruce valjani plosnati (,,flah”) celi¢ni profil ima presjek
12 x 3 mm, no postoji jo$ jedan detalj o kojem treba misliti, a to je tehnologi¢nost
izrade ovakvog $tapa. Stap prema slici 4.7. ima ocice visine veée od presjeka, $to
znaci da ih treba nekako izraditi. Najjednostavnije i najvjerojatnije najjeftinije
je uzeti plosnati vruce valjani profil presjeka primjerice 20 x 3 mm, $to je lako
dobavljivo, i iz njega obradom odvajanja Cestica, piljenjem ili glodanjem napraviti
konacni oblik.
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Primjer 4.3. Dimenzioniranje stupnjevanog Stapa

Za $tap prikazan na slici 4.8. treba odrediti promjere dijelova $tapa ako je Stap
izraden od konstrukcijskog celika St37 (5235). Zadano je: F, = 3000 N, F, = 1000
N, F,=2000 N, f =1,5.

B £ C DF
PR e =
3

Slika 4.8. Stupnjevani $tap

Materijal oznacen St37, odnosno S235, je konstrukcijski ¢elik s granicom
tecenja (za debljine do 16 mm) od 235 N/mm? ili MPa. Dopusteno naprezanje
izratunat ¢emo prema: o, =0,/ f,=235/1,5=156 MPa. Duljine pojedinih
dijelova $tapa nisu bitne jer ne racunamo pomake, ve¢ samo plostine popre¢nih
presjeka. Za dimenzioniranje nam treba raspodjela uzduzne sile po $tapu, $to je
prikazano na slici 4.9.

A B x4 CF% DF
i e — 3,
A] :17 A
e 3
ANNRNRNNRNARENARREN HHHHHHHHH Nx
& 1 000N 2 000N
4 000N

Slika 4.9. Dijagram uzduzne sile u Stapu

Dimenzioniranju ovdje pristupamo na osnovi optimiranja. Svaki dio $tapa bit
¢e dimenzioniran tako da je materijal svugdje najbolje iskoristen prema:

N!=4000N=0,=N\/4 <0, = 4 >N./0c,, =4000/156=25,64 mm’,
A=nd} |4=d =J44 /7 =\4-25,64/ z =5,7 mm,

N:=1000N=0;=N;/A4,<0,,= 4,>N} /0, =1000/156 = 6,41 mm”’,
A, =7d} /4=d, =[44, | 7 =[4-6,41/ x =2,86 mm,

N;=2000N=0, =N,/ A4, <0y, = 4, >N, /0,4, =2000/156=12,82 mm’,
A =nd] |4=>d, = \[A4, /7w =[4-12,82/ 7 = 4,04 mm.

(53)

Na temelju rjeenja iz (53) mozemo nacrtati presjeke u mjerilu, kao na slici 4.10.
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Slika 4.10. Poprecni presjeci §tapa nakon dimenzioniranja
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4.4.Temperaturno deformiranje $tapova. Nelinearnost
ponasanja Stapa

Umnogim podrucjimastrojarstva ponasanje (npr. deformiranje, izracunavanje
naprezanja i sl. dijelova strojeva i konstrukcija) je linearno. Linearno ponasanje,
vrlo jednostavno receno, podrazumijeva proporcionalnost odnosa opterecenja
i naprezanja. Ako u nekom optere¢enom dijelu stroja, primjerice osovini,
opterecenje poraste za 10 %, a i naprezanje poraste isto za 10 %, tada ¢e ponasanje
te osovine biti linearno. Ako uzduzna sila djeluje na osovinu, lezaji ¢e omoguciti
proporcionalno deformiranje, tj. produljivanje i skracivanje, a u linearnom
podrudju za naprezanje u materijalu mozemo ocekivati linearno ponasanje
osovine. Jedan primjer linearnog ponasanja staticki neodredenog $tapa prikazan
je uiduéem poglavlju. Medutim, ako $tap svojim spojevima (vezama) s okolinom
ima uvjete da malo vece opterecenje ne znaci i malo vece naprezanje (ili uopce
ikakvo), onda je ponasanje (deformiranje) takvog elementa nelinearno. U idu¢em
¢e primjeru biti prikazan prorac¢un nelinearnog ponasanja jednostavnog $tapa.

Primjer 4.4. Deformiranje Stapa poviSenjem temperature

Za stap prikazan na slici 4.11. treba odrediti naprezanje u $tapu s promjenom
temperature. Stap je izraden od konstrukcijskog &elika St37 (S235). Zglobni
pomicni oslonac omogucuje uzduzno deformiranje (promjenu duljine) i sprjecava
savijanje.
Zadano je: L = 1000 mm, a = 0,2 mm, E = 200 000 MPa, AT = 50 K, o = 12-10°°.
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Slika 4.11. Stap optereéen toplinom sa zra¢nosti prema krutoj stijenci

D
A

Pretpostavka je da toplinski tok @ svugdje u $tapu uzrokuje jednoliko
ugrijavanje, odnosno povisenje temeperature, pa mozemo jednostavno opisati
promjenu duljine $tapa s povi$enjem temperature. Stap se produljuje linearno
do trenutka (pri nekoj promjeni temperature AT,) doticanja krute stijenke (zida).
Produljivanje $tapa s poviSenjem temperature prikazano je na slici 4.12.a), a
trenutak doticanja zida na slici 4.12.b).
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Slika 4.12. Produljivanje $tapa: a) do doticanja zida i b) doticanje zida

Temperaturu pri kojoj ¢e desni kraj $tapa dotaknuti zid racunamo prema:

AL =aATL,=a=> AT, =a/(aL,)=0,2/(12:10°1000)=16,6 K.  (54)

Nakon toga zid onemogucuje daljnje produljivanje pa djeluje silom reakcije
na $tap i uzrokuje unutrasnju tlacnu silu. U cijelom je Stapu jednaka tla¢na sila
jer djeluje na desnom kraju $tapa, a reakcija na lijevom kraju je jednakog iznosa.
Reakciju u zidu izratunavamo primjenom metode superpozicije, pri ¢emu
zamisljeno oslobadamo $tap veze s desnim zidom te ra¢unamo koliko bi se $tap
produljio nakon doticanja zida uslijed daljnjeg ugrijavanja i postavljamo uvjet
deformiranja koji predstavlja ograni¢avanje pomaka. Jednadzbe postavljamo na
temelju skice prora¢unskog modela reakcije prema slici 4.13.
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Slika 4.13. Superpozicija djelovanja reakcije u zidu nakon produljenja za a

Zamislimo produljenje $tapa nakon AT, slobodno, bez zida. Stap bi do najvise
temperature nakon AT, = 50 K imao produljenje:

AL, =aAT,L, =12-107°50-1000 = 0,6 mm. (55)
Reakcija u zidu stoga mora ,,skratiti” Stap, tj. suzbiti produljenje nakon a
za iznos 0,6 — 0,2 = 0,4 mm. Time mozemo izracunati kolika ¢e sila djelovati na

kraju ugrijavanja, odnosno, mozemo je podijeliti s plostinom popre¢nog presjeka
kako bismo odmah izra¢unali naprezanje u $tapu:
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ALl - ALl + ALY =0,
0,4=F,L)/(AE)= F,=0,44E/ L)|/ A= (56)
o, =0,4-200000/1000 =80 MPa.
Ove rezultate mozemo prikazati u obliku dijagrama radi $to jasnijeg prikaza

procesa ugrijavanja $tapa sa zra¢nosti prema okolini. Tri su veli¢ine prikazane u
ovisnosti o povienju temperature na slici 4.14.

a
FR /[
AL

AT AT, AT

Slika 4.14. Dijagram promjene duljine, reakcije u zidu i
naprezanja s poviSenjem temperature
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5. STATICKI NEODREDENI OSNO OPTERECENI
STAPOVI

Staticki neodredeni Stapovi su $tapovi koji imaju najmanje jednu vezu s
okolinom (oslonac) prekobrojnu prema broju linearno nezavisnih jednazbi
ravnoteze koje mozemo postaviti. Jedan jednostavan primjer takvoga Stapa
prikazan je na slici 5.1. Ako Stap ima dva ukljestenja, kao na slici 5.1, i jednu
jednadzbu ravnoteze koju mozemo postaviti za izra¢un uzduznih reakcija, onda
¢e broj veza s okolinom biti 2, broj jednadzbi ravnoteze 1, pa e razlika tih brojeva
biti 1, tj. Stap Ce biti jednostruko staticki neodreden.
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Slika 5.1. Staticki neodreden $tap opterecen silom

5.1. Linearnost ponasanja Stapa. Princip superpozicije

Osnova za proracun staticki neodredenih Stapova je njihovo linearno
ponasanje pri djelovanju silama, tj. opcenitije, linearno ponasanje pri opterecenju
konstrukcija. To znaci da za npr. 10 % vecu vrijednost sile (ili poviSenja
temperature) od zadane, pomaci i naprezanja su 10 % ve¢i. Takvo ponasanje je
karakteristicno u podrudju linearno elasticnog ponasanja najc¢es¢ih materijala
od kojih su nacinjeni $tapovi. Nelinearno ponasanje pojavljuje se u slucaju kada
je materijal nelinearno elasti¢an, ili prelazi u plasticno stanje, ili primjerice kod
neke geometrijske nelinearnosti, kao prepreka za deformiranje na nekom mjestu,
kako je prikazano u prethodnom poglavlju 4.4. U sljede¢im ¢emo primjerima
podrazumijevati da su ostvareni nuzni uvjeti za linearno ponasanje $tapa.

Nadalje, reakcije u osloncima izra¢unavamo primjenom principa
superpozicije. Najprije moramo opisati staticki neodredeni $tap ili ga uklanjanjem
zamijeniti staticki odredenim $tapom, $to je u ovom slucaju jedna veza s okolinom
(ukljestenje), te zamijeniti te veze reakcijom, kako je prikazano na slici 5.2.a).
Znacenje rijeci superpozicija je pribrajanje jednog rjeSenja na drugo, u slojevima,
pa je ukupna slika pomaka i naprezanja jednaka zbroju slika pomaka i naprezanja
uzrokovanih pojedina¢nim ,,uzrocima’, u svakom sloju.
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Slika 5.2. Opisivanje $tapa staticki odredenim: a) zamjena ukljestenja silom i
b) opisivanje deformiranja

Superpoziciju koristimo u opisivanju deformiranja tocke B koja je oslobodena
veza s okolinom, prema slici 5.2.b). Pomak tocke B ima ,,komponente” uzrokovane
aktivnom silom Fi reaktivnom silom F,. Ukupni (stvarni) pomak u to¢ki B jednak
je nuli. Pomak tocke B, $to mozemo zvati i uvjet deformiranja, prema principu
superpozicije racunamo prema:

Uy = Uy (F)+uB(FB). (57)

Pomake u (57) raunamo prema: 4 (F)=-Fa/ AE,u,(F,)=F,L/ AE.
Koriste¢iuvjet deformiranjadobijemoreakciju: Fa/ AE = F,L/ AE = F, = Fa/ L.
Na temelju izracunate reakcije u ukljestenju B mozemo nacrtati dijagram uzduzne
sile po $tapu koji je prikazan na slici 5.3.
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Slika 5.3. Raspodjela uzduzne sile po $tapu - opd¢i slucaj
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5.2. Dimenzioniranje jednostavnog Stapa

Na temelju izrac¢una raspodjele uzduzne sile za jednostavan staticki neodreden
$tap prema slici 5.3., dimenzionirat ¢emo takav $tap. Razmatrat ¢emo utjecaj
razlicitih karakteristika materijala te granice popustanja pri rastezanju i sabijanju,
i to za odabrane parametre: F = 10 000 N, a = L/4, 04, = 20 MPa, 0, =50 MPa,
0, = 100 MPa.

Neki materijali imaju razli¢ito ponasanje pri rastezanju (,vlaku”) i sabijanju
(»tlaku”). Najizrazitiji primjer od metalnih materijala je vrlo $iroko primjenjivan
sivilijev. o, je dopusteno naprezanje pri rastezanju, dobiveno na temelju granice
loma (lomne ¢vrstoce o)) i faktora sigurnosti. o, je za isti materijal dopusteno
naprezanje pri sabijanju. o, je dopusteno naprezanje u slucaju da materijal ima
jednaka svojstva pri rastezanju i sabijanju. Utjecaj materijalnih svojstava bit ¢e
vidljiv kroz potrebni presjek za primjer $tapa prema slici 5.3. Raspodjela uzduzne
sile za takav $tap sa zadanim parametrima prikazana je na slici 5.4.

2 10 000 N | \
- — —- ‘@%_'_
50 200
2 SEON LT T e LT T Nx
107 500N

Slika 5.4. Raspodjela uzduzne sile

Kada dimenzioniramo §$tap promatraju¢i ga s razli¢itim svojstvima u
rastezanju i sabijanju, onda dobivamo promjere na dva podrucja Stapa u skladu
sa slikom 5.4. prema:

N1(0-50)=-7500 N= ' =|N!|/ 4 <0y, = 4, >|N!|/ &, =7 500/100 = 75 mm”,
A =7d’ | 4=d, = J44 /7 =475/ 7 =9,8 mm, (58)
N7(50-200)=2500 N= o} =|N;|/ 4, <04, = 4, >|Nj /G40y =2500/50 =50 mm?,

A, =nd} |4=d,=\[A4,/ 7 =\4-50/ 7 =8 mm.

Kada uzmemo jednaka svojstva pri rastezanju i sabijanju dobijemo:

N!(0-50)=-7500 N= o\ =|N!|/ 4, <5,, = 4, >|N.

/ 4y, =7500/50=150 mm®,

A =rd?/4=d, =[44 /7 =4-150/ x =13,8 mm, (59)

N2/ 0,4, =2500/50=50 mm®,

v,dop

N?(50-200)=2500 N=> 07 =|N?|/ 4, <0, = 4, >

A, =7d} |4=d,=.[44, /7 =~4-50/ 7 =8 mm.
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Za presjek cijelog Stapa mjerodavne su vece vrijednosti promjera. Pocetna
pretpostavka na kojoj se temelji raspodjela optere¢enja (uzduzne sile) je
jednolikost promjera (presjeka) po duljini. Presjeci su prikazani na slici 5.5. i nisu
u mjerilu s duljinskim mjerama.

7 10 000 N | N
<« — — O —
S0 200
2500 N TSI A,
% 7500 N
,p= 100 N/mm’ o, = 50 N/mm*
I ’Zﬁ N —
| 1T 08 ’
____@__ ______________ ]

13.8 o =50 N/mm’ ’
2

dop

Slika 5.5. Poprecni presjeci za razli¢ite kriterije (materijalna svojstva)

5.3. Dimenzioniranje §tapa stupnjevanog presjeka

Stupnjevani $tap je Stap koji se sastoji od nekoliko dijelova koji imaju istu os
(sredi$njicu, teziSnicu) a razli¢ite presjeke. Razlika u prora¢unu takvoga $tapa u
slucaju staticke neodredenosti je brojnost podrucja po kojima ra¢unamo promjene
duljine u odnosu na $tap nepromjenjivog presjeka. Dimenzioniranje staticki
neodredenih $tapova moze slijediti nakon odredivanja raspodjele uzduzne sile,
koja je prvi korak. Zasad moramo zanemariti nagle promjene popre¢nog presjeka
jer se tu javlja nejednolika raspodjela naprezanja, $to je predmet analize u kolegiju
Cvrsto¢a II. U idu¢em ¢emo primjeru dimenzionirati stupnjevani Stap. Bududi
da raspodjela uzduzne sile po Stapu ovisi o poprecnom presjeku, jer promjena
duljine nekog dijela $tapa je obrnuto proporcionalna s plostinom presjeka A,
morat ¢emo postaviti neka ogranicenja na poprecni presjek kako bismo u jednom
koraku izra¢unali raspodjelu uzduzne sile.

Primjer 5.1. Dimenzioniranje stupnjevanog Stapa

Treba dimenzionirati $tap okruglog presjeka prema slici 5.6. Zadano je:
F, =20000N, F,=10000N, A =0,65A,A =03 A, L =1000 mm,
L, =500 mm, L, = 500 mm, E = 200 000 N/mn?*, o, = 150 MPa.
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Slika 5.6. Stupnjevani staticki neodredeni $tap

Za izracun raspodjele uzduzne sile po $tapu prvo ¢emo primjenom principa
superpozicije postaviti uvjet deformiranja. Prvi je korak oslobadanje jednog od
ukljestenja i pretpostavljanje reakcije u tom ukljedtenju. To je prikazano na slici
5.7. Za pocetak nam treba raspodjela uzduzne sile po $tapu. Oslobadanjem tocke
A uvest ¢emo uvjet deformiranja tocke A i izracunati reakcijsku silu prema:

u, =0,u, :uA(FA)+uA(E)+uA(}72),

_(FALl +FAL2 +FAL3J+(F;L2+F1L3J_[F;L3J:0 (60)

AE AE AE AE  AE AE )
F, =7197,29 N.

FAA EB Clrz Do
- A e je—A o —
71973 N
TR N,
il [T ) 200 7
7 12 8027 N

Slika 5.7. Raspodjela uzduzne sile

Svaki dio $tapa dimenzionirat ¢emo postavljanjem uvjeta ¢vrstoce

ol=N./4 < o4, te cemo dobiti:

7197,3/ 4, =150 = 4, =47,982 mm’ = d, = 7,82 mm,
12802,7/ 4, =150 = 4, =85,351 mm’ = d, =10,42 mm, (61)
2802,7/ 4, =150= 4, =18,685 mm’ = d, = 4,88 mm.

Kako smo na pocetku ,,morali” postaviti odnos plostina presjeka pojedinih
dijelova radi olak$avanja izra¢una reakcije u ukljestenju, sada pri dimenzioniranju
moramo povezati te presjeke. Provjerit ¢emo s izracunatim A jesu li A, i A,
dovoljne prema izra¢unatim vrijednostima u (61), tj. doznat ¢emo minimalne
presjeke koji svugdje zadovoljavaju uvjet ¢vrstoce prema:
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4,=0,654,, 4,=0,34,,
A, =47,982 mm® = (4,), =73,82 mm’ [NE ZADOVOLJAVA],
(4,), =55,478 mm’ [ZADOVOLJAVA]= d, =8,41 mm} (62)

AZ =85,351 l’I]ITl2 =
b
(A3 )2 —25,605 mm2 [ZADO\/OLJAVA]D d3 = 5, 71 mm

Prema provjeri ¢vrstoce u jednadzbama (62) vidljivo je da naprezanje u dijelu
presjeka A, ,diktira” koliki mogu biti presjeci 1i 3. Oni moraju pod ogranicenjima
(A, = 0,65 A, A, = 0,3 A) biti predimenzionirani. Na slici 5.8. prikazani su
presjeci (promjeri) dobiveni prema zadanim ogranicenjima.

Zadatak za vjezbu:

U ovom zadatku pokusajte postaviti jednadzbe za izracun manje
predimenzioniranog $tapa. Drugim rije¢ima, pokusajte postaviti algoritam
po koracima izracuna sve vece optimiranosti $tapa. To znaci, krenite dalje bez
ogranicenja za odnose medu presjecima.

A B C D

%%\\g&

8.41 10.42 71 |

Slika 5.8. Poprecni presjeci (promjeri)
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6. STAPNE KONSTRUKCIJE

Konstrukcije su cesto sastavljene od vise spojenih $tapova, kao primjerice na
slici 6.1., gdje su tri $tapa spojena na krutu ravnu gredu. Ovdje je greda kruta,
tj. zanemarujemo pomake u odnosu na njenu pocetnu ravnu tezi$nicu uslijed
opterecenja silama Stapova. Popre¢ni pomaci grede su za red ili dva veli¢ine
manji od promjena duljina pojedinih $tapova pa ih ne uzimamo u obzir prilikom
rjesavanja sustava jednadzbi.

6.1. Konstrukcije opterecene silama

Prvi primjer $tapne konstrukcije prikazan je na slici 6.1. Sila F opterecuje
krutu gredu ABC na koju su spojeni Stapovi 1, 2 i 3. Prvo ¢emo pretpostaviti
$to se dogada sa Stapovima, i u skladu s tim ucrtati sile u $tapovima koje djeluju
na gredu. Zbog djelovanja sile izmedu krajeva grede pretpostavimo da ce svi
Stapovi biti rastegnuti, $to ¢e uzrokovati razli¢ito istezanje pojedinih $tapova
te pomicanje pojedinih toc¢aka grede prema dolje. Sile koje djeluju na gredu
prikazane su na slici 6.2. Ravnotezni polozaj grede, a time posredno i Stapova,
prikazan je na slici 6.3. Pomaci su prikazani neproporcionalno veliki u odnosu na
duljine $tapova. Na slici 6.2. prikazane su sile u $tapovima koje ,,povlace” gredu,
§to znaci da ce Stapovi biti produljeni, kao $to je prikazano na slici 6.3. Omjere
produljenja $tapova pretpostavljamo, kao $to u kolegiju Mehanika 1 (statici
nosaca) pretpostavljamo reakcije u osloncima nosaca. Na gredu djeluju tri tapa, a
na raspolaganju su nam dvije jednadzbe ravnoteze koje su linearno nezavisne (sto
znaci da ne opisuju jedno te isto na razli¢it nacin), a to su jednadzba ravnoteze
sila na pravcu paralelnom simetralama Stapova, nazovimo je os z, te ravnoteze
momenata sila oko osi okomite na os papira, nazovimo je os y. To zna¢i da nam
je jedna sila u $tapu prekobrojna, tj. konstrukcija je jednom staticki neodredena.
Zbog toga se mora uvesti dodatna jednadzba, a to je uvjet deformiranja, $to je
prikazano na slici 6.3. Opisat ¢emo krutost grede pomoc¢u pomaka. Koliko god se
produljili Stapovi 1, 2i 3, greda ¢e ostati ravna. Kut nagiba grede prema pocetnom
polozZaju je mogu¢ unutar jednog stupnja, no prikazujemo ga desetak puta veceg
radi preglednosti i isticanja promjena.
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Slika 6.1. Stapna konstukcija s tri §tapa i krutom gredom opterecena silom

F le; A F

A B C

Slika 6.2. Sile na gredi
Jednadzbe ravnoteze zapisat cemo kao:

LE=0= K+ L+ =F,

(63)
SM{ =0= F (a+b)+Fb=Fc.

Uvjet deformiranja opisat ¢emo pomocu sli¢nosti trokuta, prema slici 6.3.
Budu¢i da svi Stapovi imaju ucrtanu promjenu duljine, trokut ¢emo ,,posti¢i”
oduzimanjem veli¢ine promjene duljine $tapa 1, Al od ostalih promjena duljina
$tapova. Jedan trokut s hipotenuzom AB S$rafiran je dvostruko, a drugi trokut,
slican prvom, s hipotenuzom AC $rafiran je jednostruko. Ta su dva trokuta sli¢na
po kutu izmedu vodoravnih kateta i hipotenuza. Napisat ¢emo tangens tog kuta
za manji trokut AB i ve¢i AC prema:

AL -AL AL AL (64)
a a+b

tana

pocetni poloZzaj
Al] 1 Alz togaka A, B, C
¥

—_—
— B
—_—
—
—
—_—

—
—

Slika 6.3. Pomaci grede - promjene duljine $tapova
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Promjene duljine pojedinog $tapa sada mozemo povezati s pripadnom silom
u $tapu, prema jednadzbi Al = FL/ AE , pa za pojedine $tapove imamo:

Al =FL /(AE), AL, =F,L, | (4,E), Al; =F,L,/(4E). (65)

Uzmimo za primjer sljedece podatke za konstrukciju: F =10 000 N, a = 1 m,
b=2m,c=1m,A =100 mm’ A =150 mm? A, =100 mm?, E = 200 000 MPa,
L =1000 mm, L, =750 mm, L, = 1000 mm.

Uvrstavanjem tih podataka u jednadzbe (65) dobivamo:

Al = F,-1000/(100-200 000)=5-10"F,
Al, = F,-750/(150-200 000) = 2,510 F,, (66)
Al = F;-1000/(100-200 000)=5-10"F,.

Uvrstavanjem (66) u (64) dobivamo:

2,5:-10°F,-5-10°F, 5-10°F,-5-10"F, -
1 3
(25:10"F,-5-10°F)3=5-10"F,-5-10°F, =

7,5-10*F,—10*F, -5-10° F, = 0.

(67)

Sada kombiniranjem jednadzbi ravnoteze i prethodno izracunatog uvjeta
deformiranja dobivamo:

3F,+2F,=10000-1= F, =10000/3-2F, /3,
F+F +F =10000=10000/3-2F, /3+ F, + F; =10 000,

F,/3+F,=20000/3=F,=20000/3~F, /3, (68)

7,5-10’4(172)—104(10000/3—2}72/3)—5-10’5(20000/3—172/3)=0,

7,5F, —(10000/3-2F, /3)—0,5(20000/3—F, /3) =0,
F,=816,33 N, F;, =2789,12 N, F; =6 394,56 N.
Naprezanja po Stapovima izracunavamo prema:
o, =F/4=2789,12/100=27,9 MPa, 0, = F, / 4, =816,33/150=5,44 MPa,  (59)
o, =F,/ 4,=6394,56/100 = 63,95 MPa.
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6.2. Konstrukcije opterecene spajanjem dijelova s greSkom -
montaZna (sklopna) naprezanja

U svakoj proizvodnji postoje greske pa tako i u proizvodnji Stapova razmak
osi provrta na krajevima nije uvijek proizveden na to¢nu, projektiranu mjeru,
nego postoje greske te mjere. Ako spajamo tri ili vise Stapova na krutu gredu, kao
na slici 6.4., onda ¢e svaka greska mjere razmaka osi uzrokovati potrebu za silom
prilikom spajanja tog $tapa na konstrukciju, a nakon spajanja ¢e trajno uzrokovati
sile u svim $tapovima uslijed greske mjere. Takvu vrstu sila, a time i naprezanja u
$tapovima koji su posljedica krivog spajanja ili greske mjera pojedinih dijelova,
zovemo montazna naprezanja. Aktivho opterecenje jo$ nije primijenjeno, a
postoje naprezanja, $to ne zelimo. U ovom ¢emo primjeru odrediti naprezanja u
Stapovima uslijed greske mjere jednog od $tapova. Analizirat ¢emo stanje nakon
spajanja, kada je konstrukcija prepustena ,sama sebi’, kakvo god spajanje bilo.
U samom spajanju, sile na pojedinim Stapovima mogu biti i vece od vrijednosti
nakon spajanja.

L

| T L, |
| L 4 L, Al
Al 2 A »
n ;i
% FALZAN
FAa—— B cl
a b
Slika 6.4. Stapna konstrukcija s greskom mjere
1% A 2 I A
1 2 3
N N N
fa—— B cl}
a b

Slika 6.5. Sile na gredi nakon spajanja

Jednadzbe ravnoteze zapisat ¢emo kao:
XF. =0=>F-F +F =0,

(70)
M} =0= Fa=Fp.
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Kada su $tapovi spojeni na gredu, kradi tap, prema ovoj slici to je Stap 3, koji
je proizveden tako da je kra¢i od potrebnog (zadane mjere razmaka provrta), je
rastegnut jer se morao prilagoditi, provrt je pomaknut na donjem kraju prema
gredi, a to znaci da je rastegnut, te u njemu postoji sila, tj. naprezanje. Stap 3 djeluje
na gredu privlacedi je sebi, tj. pokusava se vratiti u svoje prvobitno ravnotezno
stanje u kojem nije rastegnut. Tim privlacanjem grede uzrokuje deformiranje
ostalih $tapova. Za ocekivati je da ¢e privlacenje Stapa 3 uzrokovati pritiskanje
Stapa 2 na gredu, te rastezanje Stapa 1 jer Stap 2 djeluje donekle kao zglobni
oslonac klackalice. Sile u $tapovima u skladu s objasnjenjem o deformiranju u
prethodnim recenicama prikazane su na slici 6.5. Promjene duljine pojedinog
$tapa u skladu s pretpostavljenim silama prikazane su na slici 6.6. Na temelju
pomaka opisujemo uvjet deformiranja u obliku slicnosti trokuta, prema slici 6.7.
Na slici 6.6. tankom je crtom prikazana kruznica iznad tocke C koja predstavlja
pocetni polozaj donjeg kraja $tapa 3, prije spajanja.

C AlA
Al Al,
A 1 B = _
Slika 6.6. Promjene duljina Stapova
A—Al
Al,
Slika 6.7. Dijagram promjena duljina §tapova
A12+All _A—Al3+All (71)

a a+b

Promjene duljine pojedinog $tapa sada mozemo povezati s pripadnom silom
u $tapu prema jednadzbi Al = FL/ AE pa za pojedine $tapove imamo:

Al =FL /(AE), Al,=F,L, | (4E), Al,=F,L, / (4E). (72)
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Uzmimo za primjer sljedece podatke za konstrukciju: A =0,5mm,a=1m, b
=2m, A =100 mm’ A, = 150 mm? A, = 100 mm?, E = 200 000 MPa, L, = 1000
mm, L, = 750 mm, L, = 1000 mm. Uvr$tavanjem tih podataka u jednadzbe (72)
dobivamo:

Al = F,-1000/(100-200 000) =5-10~°F,
Al, =F,-750/(150-200 000) = 2,510 F,, (73)

Al =F,-1 OOO/(IOO-ZOO 000) =5-10"F,.

Nadalje uvrstavamo vrijednostiiz (73) u uvjet deformiranja (71) pa dobivamo:

2,5-10*F, +5-10°F _ 0,5-5-10°F, +5-10°F,
1 B 3

b

3(2,5-10%F, +5-10°F ) =0,5-5-10° F, +5-10° F;, (74)
10*F +7,5-10*F, +5-10° F, =0,5.
Iz jednadzbi ravnoteze mozemo dobiti:
3F,=F,, F,=2F, (75)

Nadalje mozemo rijesiti sustav jednadzbi pa dobivamo:

2107 F,+2,25-10°F, +5-10°F, =0,5,
2,5-10°F, =0,5, (76)
F, =200 N, F, =600 N, F;, =400 N.

Zaklju¢imo proracun naprezanjima koja uzrokuje gresku na jednom $tapu u
iznosu od 0,5/1 000 = 5-10 (0,5 promila) relativne duljine $tapa:

o, =F,/ 4 =400/100 =4 MPa, 5, = F, / A, =—600/150 = —4 MPa,

(77)
oy =F,/ 4, =300/100=3 MPa.

Naprezanje u $tapu 2 je tlacno (sabijanje) jer je izrac¢un sile potvrdio predznak
pretpostavljene sile, a ona djeluje tla¢no na Stap (princip akcije i reakcije: $tap
pritiS¢e gredu, greda pritisce $tap).
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6.3. Konstrukcije opterecene toplinom - povisenjem
temperature

U konstrukcijama cesto postoje utjecaji izvora topline, a otvorene
konstrukcije izloZzene su suncevom zracenju te su svakodnevno opterecene
ugrijavanjem i hladenjem. Proracunat ¢emo pojave pri ugrijavanju jednog od
$tapova u konstrukciji na slici 6.8. Stap 2 izloZen je sunc¢evom zracenju intenziteta
® i povisuje mu se temperatura za AT. Zbog toga se Stap 2 $iri, tj. produljuje.
On bi se produljio za ALT kada ne bi bilo otpora tom produljivanju, no kako
je $tap 2 vezan za krutu gredu ABC, on pomice i gredu svojim produljivanjem.
Pomicanjem grede pomicu se i tocke spoja sa $tapovima 1 i 3. To uzrokuje
rastezanje (ili sabijanje, ovisno o geometrijskim odnosima u konstrukciji) Stapova
11 3. Time se $tapovi 1 i 3 opiru tom pomicanju grede, tj. u nekoj mjeri ,,koce”
$tap 2 u slobodnom Sirenju. Ravnotezni polozaj za neku promjenu temperature
AT pomaka, a time i promjena duljina Stapova, prikazan je na slici 6.9. Za to
stanje, u skladu s pretpostavljenim promjenama duljina $tapova, ucrtavamo sile
koje djeluju na gredu, kao na slici 6.10.

| e
i F by Ly
all, e gl
i Y — ) - E— rami
a b

Slika 6.9. Pomaci $tapova
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FA F: FA
1 2 3
=N A =N
fa-——— B ¢}
a b

Slika 6.10. Sile na gredi nakon ugrijavanja

Uzmimo za primjer sljedece podatke za konstrukciju: AT=30K,a=1m, b
=2m, A =100 mm? A, = 150 mm?, A, = 100 mm?, E = 200 000 MPa, L = 1000
mm, L, =750 mm, L, = 1000 mm, o = 12-10° m/mK. Promjene duljina Stapova
povezujemo s promjenom temperature i silama prema:

Al =F,-1000/(100-200000)=5-10"F,,
All =aL,AT =12-10°-30-750 = 0,27 mm,

78
Al; =—F,-750/(150-200000)=2,5-10"F,, (78)
AL =F,-1000/ (100 -200 000) =5-10"F,.
Prema slici 6.9. postavljamo uvjet deformiranja:
AL -AL (A7 + AL )= AL (79)
a+b b '
Jednadzbe ravnoteZe su:
XF,=0=>F-F,+F =0,
z 1 2 3 (80)

M} =0= Fa=Fp.

Nadalje uvr$tavamo vrijednosti iz (78) u uvjet deformiranja (79) pa dobivamo:

5-10°F -5-10°F, 0,27-2,5-10"F, -5-10"F,

2(5-10°F =5-10°F}) =3(0,27-2,5-10" F, =510 F} ),
107 F +7,5-10*F, +5-10° F, = 0,81.
Iz jednadzbi ravnoteze mozemo dobiti:

3F,=F, F,=2F, (82)
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Nadalje mozemo rijesiti sustav jednadzbi pa dobivamo:

107 (3F,)+7,5-107* (3F,)+5-107 F, = 0,81,
2,6-107° F, = 0,81, (83)
F,=311,54 N, F, =934,62 N, F; =623,08 N.

Na temelju izracunatih sila mozemo zakljuciti prora¢un izra¢unom naprezanja
u Stapovima:
o, =F | 4 =623,08/100 = 6,23 MPa,
o,=F,] A, =-934,62/150 = 6,23 MPa, (84)
o,=F,/ A, =311,54/100=3,12 MPa.

Naprezanje u $tapu 2 je tlacno (sabijanje) jer je izracun sile potvrdio predznak
pretpostavljene sile, a ona djeluje tla¢no na Stap (princip akcije i reakcije: $tap
pritis¢e gredu, greda pritisce $tap).

6.4. Stapovi postavljeni na gredu pod kutom razli¢itim od 90°

Vrlo Cesto nadstresnice imaju Stapove ili ¢elicnu uzad kao elemente koji uz neki
zglobni oslonac na zidu pridrzavaju tezinu nadstre$nice. Obi¢no su i ti elementi
spojeni jednim svojim krajem na zid pa su Stapovi spojeni na nadstre$nicu
pod nekim kutom koji je razli¢it od 90°. Jedna takva pojednostavljena $tapna
konstrukcija prikazana je na slici 6.11. Dva su $tapa spojena na krutu gredu pod
razli¢ito kotiranim kutom te je jedna zglobna veza grede i nepomic¢ne okoline.
Proracun opterecenja i naprezanja u takvim $tapovima provodimo u prvom redu
uz djelomi¢no oslobadanje veza grede s okolinom, tj. u prvom koraku ostavljamo
zglobnu vezu sa zidom. Zanimaju nas samo sile u $tapovima. Za to koristimo
jednadzbu ravnoteze momenata sila oko osi koja prolazi kroz simetralu zglobnog
oslonca A i okomita je na ravninu crtanja. Zadano je: a = 500 mm, b = 1500 mm,
¢ =500 mm, F=10 000 N, o = 45° f = 30°% A, = 150 mm?, L, = 1500 mm, E, =
200 000 N/mm?, A, = 200 mm?, L, = 2 500 mm, E, = 200 000 N/mm”.

Slika 6.11. Kruta greda spojena zglobnim osloncem i s dva §tapa na okolinu
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U oba $tapa ocekujemo sile rastezanja, tj. Stapovi povlace gredu prema gore s
obzirom na to da aktivno opterecenje djeluje prema dolje. Na temelju slike 6.12.
mozemo postaviti jednadzbu ravnoteze momenata sila oko osi kroz oslonac A
prema:

M, =0= Fsin(a)a+F,cos(f)(a+b—c)=F(a+b). (85)
a vy T >
A \/%@
A )\
Te.— B C D}
4 77/-»- c
a b F
\J

Slika 6.12. Greda djelomi¢no oslobodena veza s okolinom

Slika 6.13. Linearizacija (pojednostavljenje) promjene duljine Stapa

Na slici 6.12. prikazani su pravokutni trokuti koji predstavljaju projekciju
sile u $tapu na vertikalu. Za kut sile prema vertikali uzimamo kut izmedu
simetrale $tapa prije deformiranja i vertikale. Tijekom deformiranja od pocetnog,
neopterecenog stanja, greda se zakre¢e pod djelovanjem sile F i produljenja
Stapova, pa se uvjeti za Stapove malo promijene. Tu promjenu prikazuje slika 6.13.
Ovisno o pocetnoj geometriji, te promjene mogu biti zanemarive ili mogu utjecati
na to¢nost prorac¢una. Za neku zamisljenu promjenu geometrije promjena kuta
je 0,3° (prema slici 6.13.), $to je na pocetnih 45° dovoljno malo da je smijemo
zanemariti. Za mnogo manji pocetni kut simetrale $tapa i grede, nacrtano
plavom simetralom, ista promjena polozaja hvatista po vertikali je znacajnija, tj.
uzrokuje ve¢u promjenu kuta. Usporedba s pocetnim kutom od 10° daje uvid u
utjecaj zanemarenja promjene kuta. Utjecaj promjene mozemo pokusati docarati
(istaknuti) izra¢unom sinusa kuta bez i s promjenom prema:
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:sin (45°) = 0,707 2. -
{a sin (45°) }_}0,7108 0.7072 _ 1 0052 (0,52%),

b:sin(45°+0,3°)=0,7108. 0,7108
a:sin(10°)=0,173 648. _, 0,180862-0,173 648
b:sin(10°+0,42°) = 0,180 862. 0,173 648

(86)

~0,0415 (4,15%).

Ovo zanemarivanje promjene (utjecaja) geometrije zovemo linearizacija
oko ravnoteznog polozaja. Na raspolaganju nam je jedna nezavisna jednadzba
ravnoteze (85) s dvije nepoznate sile u Stapovima. Za rjesavanje sustava jednadzbi
treba nam jo$ jedna jednadzba, uvjet deformiranja, koja povezuje dvije sile u
$tapovima. Ta jednadzba povezuje geometriju prilikom deformiranja, tj. koristimo
pojednostavljeno gledanje da je greda tijekom deformiranja kruta. Na slici 6.14.a)
prikazana je greda u pocetnom i zarotiranom poloZaju, a na slici 6.14.b) izdvojena
jeslicnost trokuta na temelju koje povezujemo promjene duljina stapova. Ponovno
koristimo pojednostavljenje u deformiranju $tapova, $to je vidljivo u detalju
slike 6.14.a). Greda u opterecenom stanju prikazana je ljubicastom konturom,
karikirano (pretjerano) zarotirana iz pocetnog neopterecenog polozaja. Kut
izmedu ta dva polozaja je redovito ispod 1°. Ovdje je taj kut pretjerano velik, tako
da se dovoljno dobro moze uociti pojednostavljenje. Promjena polozaja tocaka
B i C je po putanji oblika kruznog luka jer za krutu gredu radijusi to¢aka B i C
ostaju ravni i jednake duljine, stoga one putuju po kruznim putanjama pa se tako
polozaji tih to¢aka mijenjaju po vertikali i horizontali. Promjenu po horizontali,
tj. uzduz pocetnog polozaja simetrale grede, tesko je uzeti u obzir jer ukljucuje
kosinus funkciju, zbog ¢ega gubimo linearnost, tj. jednostavnost. Zbog toga se
ograni¢avamo na male promjene kuta i grede, i simetrala Stapova, time i njihovih
kutova, kako je prikazano barem okvirno u jednadzbama (86). Detaljniji prikaz
prave i priblizne putanje to¢aka B i C predocen je na slici 6.15.

N h
e

~AL B
| <
A afﬁ’?\’\ L 1 Y;.Y’i a b-c

L 7@;@ D &&)&ﬁc

a) b)
Slika 6.14. Povezivanje promjena duljina Stapova - uvjet deformiranja:
a) Sira slika i b) prikaz tocaka na tezisnici grede
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Kada pojednostavnimo utjecaj promjene kuta simetrale $tapova i zadrzimo
im pocetni polozaj, tj. kut prema gredi, tada mozemo pojednostavljeno izrac¢unati
promjenu duljine $tapova u ovisnosti o promjeni polozaja tocaka B i C. Sa slike
6.14.a) koristimo pojednostavljeno gledanje na promjenu geometrije $tapova i
grede. Priblizno vertikalnim pomicanjem prema dolje, tocka B prelazi u novi
polozaj B,. Kako bismo ,,izmjerili” promjenu duljine $tapa 1 trebamo nacrtati dio
kruznog luka sa sredistem u hvati$tu stapa 1 s okolinom, kroz to¢ku B, i gledati
gdje taj kruzni luk presjeca zarotirani polozaj simetrale koji je odreden novim
polozajem tocke B, B,. Greda namece $tapu kako ¢e se mijenjati poloZaj i duljina.
Povlacenjem paralele s poc¢etnim poloZajem simetrale $tapa 1 kroz pomaknuti vrh
B, pojednostavljeno crtamo i promjenu duljine. Presjecite kruznog luka kroz vrh
B i pomaknutog polozaja simetrale $tapa nam daje pribliznu promjenu duljine
tapa 1. Kada zanemarimo kruzni luk i predo¢imo ga kao duzinu, dobijemo
pravokutni trokut s hipotenuzom BB . Uvecana promjena polozaja tocaka B i C
prikazana je na slici 6. 15.

Slika 6.15. Uvecana promjena poloZaja tocaka Bi C
Kotirani kut o ucrtan je u taj trokut. Sada mozemo povezati vertikalni pomak
(zapravo posredno kut zakreta grede) tocke B i promjenu duljine $tapa 1 prema:
Al ~ BB, sin(a) = agsin(a). (87)

Kut zakreta grede oznacimo zasad kao ¢. Slicno mozemo povezati zakret
grede i promjenu duljine $tapa 2:

Al ~CC, cos(B)=(a+b—c)pcos(p). (88)
Iz te dvije jednadzbe moZemo povezati promjenu duljina $tapova:
Al = apsin(a) —> ¢ =Al /[ asin(a)],
AL =(a+b—c)pcos(B)—> p=Al /[(a +b—c)cos(,b’)],
Al /[ asin(a) |= AL, /[ (a+b—c)cos(B) ],
asin(a)

(a+b-c)cos(B)
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Nadalje mozemo povezati promjene duljina pojedinih $tapova sa silama koje
djeluju na $tapove AL, = F|L, /(AE,),Al, = F,L, /(4,E,). Uvritavanjem ovisnosti
promjene duljine o sili u geometrijski odnos (89) dobit ¢emo drugu jednadzbu sa
silama kao nepoznanicama:

FL _F|L, asin(a)
AE,  AE, (a+b~-c)cos(p)’
1500 _F 2500 5008iﬂ(45°) (90)
"150E *200E 1500co0s(30°)
F10=F,12,5-0,272166 = F,3,402 07,
F, =0,340 207F,.

Poveznicu medu silama (90) mozemo vratiti u jednadzbu ravnoteze (85) te
rijesiti sustav jednadzbi i izracunati sile u $tapovima:
F; sin(45°)500 + F, cos(30°)(1500) =10000(2 000),
F, =0,340 207F,,

0,340 207F, -353,55339+ F, -1299,038 =2-107, ®1)
1419,319444F, =2-10" = F, =14 091,260 5 N,
F=0,340207-14 091,260 5=4 793,946 N.
Sada mozemo izracunati koliko je naprezanje u svakom $tapu:
l:o, =F /4 =4793,946/150=31,96 MPa, (92)

2.0, =F,/ A, =14 091,261/ 200 = 70,46 MPa.
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7. UVIJANJE STAPOVA OKRUGLOG PRESJEKA

Uvijanje $tapova predstavlja opterecenje momentom oko uzduzne osi
(sredi$njice, simetrale). Ogranicit ¢emo se na Stapove okruglog presjeka, punog
ili u obliku cijevi, jer je tada raspodjela naprezanja osnosimetri¢na. To znaci da je
naprezanje na nekom radijusu jednako cijelim ,,opsegom” te zamisljene kruznice,
neovisno o polozaju kuta na kruznici. Uz uvjet da je Stap nacinjen od homogenog i
izotropnog materijala, tada je i deformiranje, povezano s raspodjelom naprezanja
Hookeovim zakonom, osnosimetri¢no. Kako je dokazano kroz povijest, popre¢ni
presjeci se deformiraju kao ,ploce’, tj. svaki presjek ostaje u svojoj pocetnoj
ravnini. Medusobno se presjeci zakre¢u za mali kut d¢, a udaljeni su za dx. Na
slici 7.1.a) simboli¢no je prikazan $tap opterecen na uvijanje, a na slici 7.1.b)
prikazano je deformiranje poprecnih presjeka, tj. Stapa.

Slika 7.1. Stap optere¢en na uvijanje: a) simboli¢ni prikaz $tapa u izometriji i nacrtu i
b) deformiranje dvaju bliskih presjeka

Na slici 7.2.a) crnom je bojom prikazan neopterecen $tap, duljine L, s jednom
izvodnicom nacrtanom plavom isprekidanom crtom, a crvenom isprekidanom
crtom prikazan je opterecen i deformiran oblik, uvijen, pri ¢emu je deformiran
oblik odreden kutom zakreta presjeka B za oo u odnosu na presjek A. Promjena
kuta presjeka B posredno je mjera kutne deformacije Stapa, a izra¢unat ¢emo
je promatrajuci elementarni pravokutnik na vanjskoj povrsini Stapa i ono $to
se dogada prilikom deformiranja. Jedna nam Cdinjenica olakSava proracun
deformacije, a to je da e se na $tapu koji je stalnog promjera, na dijelu na kojem
je stalno opterecenje (moment uvijanja M) i na kojem materijal ima svugdje ista
svojstva, svaki presjek zakrenuti za isti iznos prema prethodnom presjeku.
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Slika 7.2. Deformiranje Stapa pri uvijanju: a) zakretanje krajeva $tapa i
b) zakretanje bliskih presjeka

7.1. Izrac¢unavanje pomaka, deformacije i naprezanja

Budu¢i da promatramo $tap stalnog poprecnog presjeka, optereéen
jednostavno, tako da je moment uvijanja stalan, a svojstva materijala stalna,
oc¢ekujemo da su uvjeti i promjene svugdje isti. To nam govori da ¢e promjena
geometrije i deformacija biti svugdje ista, pa dolazimo do raspodjele naprezanja
uzduz takvog $tapa (ili dijela Stapa na kojem su presjek, sila i materijal stalni), koja
je stalna. Na nekom presjeku, uzduz stapa, o¢ekujemo istu raspodjelu naprezanja.
Izracun raspodjele naprezanja po presjeku temeljit ¢emo na geometrijskoj analizi
koja je oslikana na slici 7.3.

dv

|

Al By

Slika 7.3. Deformiranje dvaju susjednih presjeka stapa

U presjeku je prikazan tanki prsten na radijusu p, Sirine dp, na kojem ¢emo
izracunati kutnu deformaciju, iiz Hookeova zakona posmi¢no naprezanje. Oznacit
¢emo dvije tocke, A i B, na zamisljenoj cilindri¢noj povrsini, na udaljenosti dx
po sredi$njici, jednoj izvodnici tog cilindra u neoptere¢enom stanju, kako je
prikazano na slici 7.3. Nakon opterecivanja, Stap ce se deformirati, a presjeci
zakretati, pa ¢emo dobiti zakrenuti (zarotiran oko sredi$njice) presjek na desnoj
strani bokocrta na slici 7.3. za mali kut da., kako je prikazano i na slici 7.2.b), iz
kojeg ¢emo izrac¢unati oznaceni pomak v koji je dio kruznog luka v = pda.
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Nadalje, promjena kuta od pravog kuta, koji zamisljamo izmedu duzine AB
i povrsine presjeka lijeve ili desne na slici 7.3., oznacenog sa y, jednaka je y = dv/
dx, uz pojednostavljenje da je tangens malog kuta priblizno jednak tom kutu u
radijanima. Slijedi da je kutna deformacija funkcija radijusa prema:

y = pda / dx. (93)

Funkciju do/dx izracunat ¢emo iz jednadzbe ravnoteze, odnosno naprezanja
po presjeku koje uravnotezuje djelovanje momenta uvijanja ,izvana’, koje
provodimo prema:

=Gy =Gpda/dx,

f da,o
M, =|pt(p)2npdp =27 pG—d =27G—
! -([ I dx dx 4| (94)
4 4
dr 2 dv 32| 32 |dx GIP I

Prema rjesenju u jednadzbi (94) vidimo da je raspodjela posmi¢nog naprezanja
linearna po radijusu i ovisi 0 momentu uvijanja proporcionalno i obrnuto
proporcionalno o polarnom momentu tromosti presjeka, Ip. Posmicno naprezanje
¢e uvijek biti najvece na vanjskom rubu $tapa, tj. na slobodnoj povrsini i iznosit ce:

d’r

My My _ M|
"o1e |

_ e
"o dtr d'm2 dm W,
32 32d 16

(95)

Na slici 7.4. prikazana je raspodjela posmi¢nog naprezanja po radijusu
$tapa punog i prstenastog presjeka. Za prstenasti presjek Stapa polarni moment

tromosti ra¢unamo prema I, = ( D*-d* )7; /32 ,apolarni moment otpora prema

W,=(D*-d*)x/(16D). Deformirani oblik tapa pri uvijanju izratunavamo
pomocu kuta zakreta dvaju susjednih presjeka na dijelu $tapa koji ima stalne
momente uvijanja, promjer i materijal, pa je kut zakreta desnog presjeka u odnosu
na lijevi:

da My,
& GI, GI, GI, (%)
M (x -X ) M2l
a(x)=a(x ) +——X =, =a, +——2E8
? * G, Yoar
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Slika 7.4. Raspodjela posmi¢nog naprezanja po radijusu punog i prstenastog presjeka

7.2. Deformiranje §tapa jednolikog presjeka

Za simboli¢no prikazan $tap jednolikog presjeka prema slici 7.5. izracunat
¢emo kut zakreta po duljini Stapa. Zadano je: M, a, L, Gid.

Slika 7.5. Stap jednolikog presjeka optere¢en na uvijanje

Stap je punog presjeka promjera d. Iz tog podatka izratunavamo polarni
moment tromosti presjeka I = md'/32. Nadalje crtamo dijagram raspodjele
momenta uvijanja po $tapu koji je prikazan na slici 7.6. Dio $tapa od ukljestenja
do mjesta djelovanja momenta uvijanja je opterecen i napregnut, a ostali dio
do slobodnog kraja nije opterecen. Prvi dio $tapa koji je napregnut dozivljava
promjenu geometrije u smislu zakretanja susjednih presjeka, na jednak nacin
cijelom tom duljinom, jer je opterecenje jednako, a time je promjer i polarni
moment tromosti jednak, materijal jednak, pa su svugdje uvjeti isti. Na tom
podruc¢ju kazemo da je relativni kut uvijanja jednak ili konstantan jer ga racunamo

prema $= M, /GI,. Presjek na duljini a se zarotira prema ukljestenju za kut:

a(a)zMTa/Glp. (97)

Taj zakret ,,dobiju” i svi presjeci desno od mjesta djelovanja momenta uvijanja
jer ,slijede” zakretanje presjeka na mjestu a te nisu optereceni i nece promijeniti
geometriju.
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7 MT
a L
o ar, M,
(04
wharcony L

Slika 7.6. Dijagrami momenta uvijanja i kuta zakreta
Primjer 7.1. Deformiranje stupnjevanog $tapa
Za Stap prema slici 7.7. potrebno je izracunati kut zakreta presjeka D.

Zadano je: M, = 2000 Nm, M, = 1000 Nm, d, = 30 mm, d, = 25 mm, d, = 20 mm,
L, =1000 mm, L, = 2000 mm, L, = 2 500 mm, G = 80 000 N/mm®.

ZA B C DA/[Z
e o T
7 Ll I 3

2 L3

Slika 7.7. Stap stupnjevanog presjeka opterecen na uvijanje

Za izracun kuta zakreta pojedinih oznacenih presjeka (tocaka) koristit ¢emo
jednadzbu (96). Za pocetak nam treba raspodjela momenta uvijanja po stapu, $to
je prikazano na slici 7.8. Polarni momenti tromosti presjeka su redom:

I, =30"7/32=79521 mm®, I, =25'7/32=38349 mm"*,
I, =20%7/32=15708 mm*.

Zakret presjeka B izracunat ¢emo prema jednadzbi (96) uz postavljanje poznatog
zakreta na lijevom kraju dijela $tapa, $to je ukljestenje, pa slijedi:

A-B _ .
+ MEHZA-B _ 04 210000001000 _ 15719 raq, (98)

a,=0,a,=a
* S o 79.521-80 000
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Nadalje ra¢unamo zakrete presjeka C i D prema:

MB»C .
- =0y +TIB‘C:—O,157 19+%:O,168 764 rad,
2 ' (99)
MC-D .
o =0 +T—IC'D =0,168 764+W =0,566 65 rad.

15708-80 000

p3

Na slici 7.8. prikazana je raspodjela kuta zakreta po duljini $tapa.

M
— *&ﬁ'**'gr—»
1 L, L. 3
1 000 NI
* T M
T
oo [IIEII g Lo
0.168 764 rad m&m
_W (04
0.157 19 rad

Slika 7.8. Raspodjela kuta zakreta po $tapu

7.3. Dimenzioniranje. Kriterij ¢vrstoce

U dijelovima strojeva i konstrukcija ne Zelimo trajnu promjenu oblika i
mjera, tj. ne Zelimo plasti¢no tecenje materijala. Plasti¢no tecenje je pozeljno pri
preoblikovanju, primjerice kovanju, presanju, dubokom vucenju, provlacenju,
savijanju radi promjene oblika i sl. Ovo znac¢i da ¢emo postaviti granicu na
naprezanje u materijalu $tapova i svih ostalih dijelova strojeva i konstrukcija na
vrijednost granice tecenja. Medutim, moramo uzeti u obzir i jednu nepovoljnu
¢injenicu, a to je da su sile, momenti i raspodijeljena opterecenja koja crtamo
kao opterecenja $tapova i nosaca, koja su obi¢no zadane vrijednosti, u stvarnosti
posljedica medudjelovanja konstrukcije koju proracunavamo i okoline, ili
drugih dijelova stroja ili konstrukcija. Uvijek postoji neka razina nesigurnosti u
predvidene vrijednosti opterecenja, stoga moramo razmisljati $to je s nesigurnim
»dijelom” vrijednosti opterecenja, tj. kako osigurati funkcioniranje dijela stroja
ili konstrukcije, a time i cjeline ako se dogodi povecana vrijednost opterecenja.
Zato uvodimo faktor sigurnosti, koji predstavlja broj kojim se ,,odmi¢emo”
najveé¢im naprezanjem od granice tecenja prema dolje, kako bismo imali neku
zonu sigurnosti od plasti¢nog tecenja ako se i dogodi povecano opterecenje koje
ne¢emo uzimati u normalnom radu, a koji nazivamo — nominalni uvjeti rada.
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U slucaju krhkih materijala odmi¢emo se na isti na¢in od granice loma, 7, . Faktor

sigurnosti oznacen je cesto sas, f;, S, . Duktilni materijali principijelno nisu
»osjetljivi’ na smjer posmi¢nog naprezanja. Dopusteno naprezanje izracunavamo
prema:

Tdop:TT/fsaTdop:TL/fs- (100)

U prethodnojjednadzbiveli¢ina 7, kaogranica (naprezanje) plasticnogtecenja

iveli¢ina 7, kao granica loma, na primjer za krhke metalne materijale kao $to su
sivi lijev te kompoziti na bazi uglji¢nih, staklenih i slicnih vlakana s duromernom
matricom (najcesce epoxy,,smola”), koji pucaju bez znacajne plasti¢ne deformacije.
Nadalje, pri uvijanju imamo dva kriterija za dimenzioniranje. Jedan je kriterij
¢vrstoce, $to znaci da ne zelimo dopustiti najvece naprezanje iznad vrijednosti
dopustenog naprezanja.

Primjer 7.2. Dimenzioniranje stupnjevanog Stapa

Za Stap prema slici 7.9. potrebno je odrediti promjere prema kriteriju ¢vrstoce.
Zadano je: M, = 3000 Nm, M, = 1000 Nm, L, = 1000 mm, L, = 1600 mm, Taop =
120 MPa.

\
N
\i\

A B A4 C
M

{ H x
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Slika 7.9. Stap stupnjevanog presjeka

Duljine pojedinih dijelova Stapa nisu bitne jer ne racunamo pomake, ve¢ samo
poprecne presjeke. Za dimenzioniranje nam treba raspodjela momenta uvijanja
po Stapu, $to je prikazano na slici 7.8.

L L
e L 000 Nm

2 000 Nm %

Slika 7.10. Raspodjela momenta uvijanja po Stapu
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Dimenzioniranje prema kriteriju ¢vrstoce predstavlja usporedbu najveceg
naprezanja na nekom dijelu $tapa s dopustenim naprezanjem za materijal Stapa.
Za svaki dio $tapa prema dijagramu raspodjele momenta uvijanja izracunavamo
najvece naprezanje te usporedujemo (ograni¢avamo) s dopustenim prema:

M1 =2000Nm= 7, =My /W, <z, =W, >M; /7, =2000000/120=1,6-10" mm’,

W, =nd' 116=d, =316W, |z =316-1,6-10'/ 7 =43,95 mm, (101)
M;=1000Nm=> 77 =M /W, <1, =W, >M; /7, =1000000/120=8,3-10' mm’,

W, =nd} 16=d, =316,/ x =3/16-8,3-10° / 7 =34,88 mm.

A B M, C
. 1 M,
L, L,
1 000 Nem ~ 7T TR T
% 2 000 Nm
. 44 N33
% =~

Slika 7.11. Promjeri §tapa prema kriteriju ¢vrstoce

7.4. Dimenzioniranje. Kriterij krutosti

Drugi kriterij pri dimenzioniranju je kriterij krutosti, $to znaci da Zelimo
ograniciti najvecu vrijednost kuta zakreta po jedinici duljine (Aa/AL) izrazeno u
rad/m ili rad/mm. Tu veli¢inu (Ao/AL) zovemo relativni kut uvijanja, a u literaturi
je ponekad oznacena s 9.

Primjer 7.3. Dimenzioniranje stupnjevanog Stapa

Za $tap premasslici 7.9. (iz primjera 7.2.) potrebno je dimnzionirati $tap prema
kriteriju krutosti. Zadano je: 8, = 1,5°/m, G = 80 000 N/mm?.
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Za dimenzioniranje prema kriteriju krutosti trebamo jednadzbu (94) pa dobivamo:

M;=2000 Nm= 3 =M /Gl <3, =

dop

I, >My/G8,, =2000/(8-10" (1,57 /180))=9,55-10" m*,

I, =nd} 132=d, =321 /7 =432-9,55-107 / £ =0,05585 m,
M7 =1000 Nm= 9, =M /Gl,, <9, =

dop
1,>M} /Gy, =1000/(8:10" (1,57 /180))=4,775-10" m®,

(102)

op

1,=nd}/32=d, =321 , /7 =4[32-4,775-107 / 7 =0,046 96 m.

> b M, - M,
__dl_——""_—dz_xh
Ll L-‘;
1 000 Nm TR
# 2 000 Nm
. 44 N3

77 56 47
T kritertj krutosti '

Slika 7.12. Promjeri stupnjeva $tapa prema oba kriterija:
¢vrstoce gore, krutosti dolje

Promjeri stupnjeva Stapa prema kriteriju krutosti su u mjerilu prikazani na slici 7.12.

Primjer 7.4. Dimenzioniranje Stapa prstenastog presjeka

Za $tap prema slici 7.13. potrebno je odrediti promjer prema kriteriju ¢vrstoce
za puni presjek i prstenasti presjek s omjerom s/D = 0,15. Zadano je: M. = 2000
Nm, 7, =120 MPa.

Vs

///

o D M,
o s L e e
o o <

j/ X

Slika 7.13. Stap prstenastog presjeka
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Moment uvijanja je stalan duz $tapa pa je dimenzioniranje u ovom slucaju
jednostavno. Ideja je prikazati koliko materijala utro§imo u sluc¢aju punog
presjeka i prstenastog presjeka. Promjer punog stapa odredujemo prema:

M, =2000 Nm=> 7, = M, /| W, <7,,, =W, >M, /7, =2000000/120=1,6-10* mm’,
W =nd®16=d =3[16W, /7 =316-1,6-10" / 7 = 43,95 mm, (103)
A=743,95"/4=1517,1 mm’.

Prestenasti presjek dimenzionirat ¢emo prema:

M, =2000 Nm=> 7, = M, /W, <z, =W, > M, /7, =2000000/120=1,6-10* mm’,
4
W, =21,/ D=2z(D*~(0,7D)'}/32D =

0,14921D° =1,6-10° = D =3/1,6-10* /0,149 21 = 48,16 mm,

d=0,7-48,16=33,71 mm.A:ﬂ'(48,l62 —33,712)/4:929,1 mm>.

(104)

Iz rjesenja za presjeke (103) i (104) mozemo zakljuciti da za prstenasti
presjek s debljinom stijenke 0,15D dobijemo omjer volumena (mase) materijala

Apgen | Ay =929/1517=0,612, tj. smanjenje potrebnog presjeka od 38,8 %. Jo$
je ve¢e smanjenje moguce smanjenjem debljine stijenke, stoga udaljavanja vecine
materijala na jo$ vedi radijus deformiranjem daju jo$ ve¢i moment uvijanja oko
sredi$njice. Postoji granica moguceg smanjenja debljine jer za vrlo tanku stijenku
postoji opasnost od gubitka stabilnosti (guzvanja). Ovdje nece biti prikazana

analiza grani¢nog omjera debljine stijenke prema vanjskom promjeru.

Primjer 7.5. Dimenzioniranje vratila s elementima prijenosa snage i gibanja

Za vratilo prema slici 7.14. koje prenosi snagu pri stalnoj brzini vrtnje potrebno
je odrediti promjer prema kriteriju ¢vrstoce i krutosti za puni presjek. Vratilo je
ulezisteno tako da nema savijanja. Snaga koju vratilo dobiva na remenicu B je P, a
razdjeljuje je na remenicu A u iznosu 0,4P, te na remenicu C u iznosu 0,6P. Zadano
je: P=4kW, n =720 min”, Tgop = 120 MPa, Sdop =1,2°m, G =80 000 N/mm>

A _0.6P 0,4pP .C
‘gg’ sy Br |4d43 ’ §>
i e —
>SN RSN

P

Slika 7.14. Vratilo s tri remenice
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Vratilo pri prijenosu snage rotira stalnom brzinom pa izracunavamo moment
(uvijanja) koji dolazi ili djeluje na remenici B.
P=Mo,
w=27n=27720/60=7545",
My=P/w=4000/75,4=53,05 Nm.
Na remenicama A i C djeluju momenti proporcionalni snazi koju ti elementi
»odvode” ili predaju ostalim dijelovima sustava, tj. drugim remenicama:

(105)

M =0,4P/ =0,4-53,05~21,2 Nm,

M =0.6P/ =0,6-53,05~318 Nm. (106)

Dijagram raspodjele momenta uvijanja prikazan je na slici 7.15.

MA B% C M;
- — — — | }—s———
21.2 N TITTTTTSS T My

31.8 Nm é?

Slika 7.15. Dijagram raspodjele momenta uvijanja

Dimenzioniranje dijelova vratila prema kriteriju ¢vrstoce provodimo prema:

M =318 Nm=1z; =M} /W, <z, =W, >M; /7, =31800/120 =265 mm’,

W,y =rd, /16=>d, =3[16W,, / = =3/16-265/ z =11,05 mm,
: 107
M7 =212Nm= 1] =M /W, <z, =W, >M /7, =21200/120=176,6 mm’, (107)

Wy =nd) 1 16=>dy = 316W /7 =3/16-176,6 / 7 =9,65 mm.

Dimenzioniranje dijelova vratila prema kriteriju krutosti provodimo prema:
M =31,8Nm=9, =M} /Gl , <9, =
I, >M}/G8,, =31,8/(8-10"-(1,27/180))=1,898-10"° m*,
Iy =nd}/32=d, =321, /7 =4[32-1,898-10" / 7 =0,02097 m,
M7 =21,2Nm=3,=M; /Gl <9, =
Iy >M7/GY,, :21,2/(&1010 -(1,27;/180))=1,265-10-8 m*,

L,=ndy/32=dy =432,/ n =432:1,265-10"* / 7 =0,018 95 m.

(108)
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Na temelju prora¢una u jednadzbama (107) i (108) za konacni odabir
promjera vratila odabiremo na nekom mjestu vecu vrijednost od dvije dobivene
kriterijima ¢vrstoce i krutosti. Promjer dijela od remenice A odabiremo 21 mm,
a od remenice C 19 mm.

7.5. Staticki neodredeni Stapovi

Staticki neodredeni $tapovi optereceni na uvijanje imaju najmanje dva
ukljestenja, $to vodi na jednu prekobrojnu reakciju, tj. jedan prekobrojni moment
uvijanja u jednom od ukljestenja. Takav jednostavan Stap prikazan je na slici
7.16. Stap ima dva ukljeitenja, A i B. Za $§tap mozemo postaviti jednu jednadzbu
ravnotezZe momenata oko sredi$njice (osi x) pa je razlika broja nepoznatih reakcija
veza i jednadzbi ravnoteze jedan, tj. ovo je jednostruko ili jedanput staticki
neodreden $tap opterecen na uvijanje.

N 4 — .- — — —

a I d

Slika 7.16. Staticki neodreden $tap opterecen na uvijanje

7.5.1. Primjena principa superpozicije

Za odredivanje raspodjele staticki neodredenih momenata uvijanja, kao
i u slucaju osno opterecenih Stapova, primjenjuje se princip superpozicije, i to
uklanjanjem prekobrojnih veza s okolinom, dodavanjem odgovarajucih reakcija
na tim mjestima te uvodenjem uvjeta deformiranja. Za primjer sa slike 7.16.
oslobodit ¢emo (ukloniti) ukljestenje na mjestu tocke B i dodati moment M, kako
je prikazano na slici 7.17. Uvjet deformiranja za tocku B je o, = 0. Kut zakreta
presjeka B opisat ¢emo pomoc¢u momenta uvijanja po $tapu koji ovisi o reakciji u
ukljestenju B pa slijedi:

M M_L
aB=aB(MT)+aB(MB)=0:>aB(MT)=—G—;a;aB(MB)z =, 09)
p p
Mya Mul _op =, 2
GI, Gl, L
A My B Mg
Xi - - — —  — —
AN a L

Slika 7.17. Oslobadanje jedne prekobrojne veze §tapa
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Sada mozemo skicirati i kotirati dijagram momenta uvijanja za $tap koji je
prikazan na slici 7.18.

A MT B
N .——— — — — — —
> a

My /L T T
@ M,
M (L-ayL

Slika 7.18. Dijagram momenta uvijanja za $tap

Primjer 7.6. Dimenzioniranje stupnjevanog staticki neodredenog $tapa

Za Stap prema slici 7.19. treba izracunati promjere dijelova Stapa prema
kriteriju: a) ¢vrstoce i b) krutosti. Dio Stapa A-B izraden je od prstenastog
presjeka. Zadano je: M, = 2000 Nm, d,d,=1,5d,d,=1,2d , L, = 1000 mm, L, =
2000 mm, G = 80 000 N/mm?, t, =150 MPa, 8, = 1,8°/m.

A B M, C o
- an M g
Ll L?

Slika 7.19. Dijagram momenta uvijanja za $tap

Za izracun reakcije u ukljestenju treba odabrati A i primijeniti
princip superpozicije. Dio $tapa A-B ima polarni moment tromosti

presjeka 1 = ;{(1,551)“ - d“} /32 =7 4,06254* /32> a puni dio

B-C1I,= 7r(1,2al)4 /32=72,0736d" /32 . Bududi da smo krenuli s
oslobadanjem ukljestenja A, postavit ¢emo uvjet deformiranja tog presjeka

a, =a,(M,)+a,(M,)=0.Uvjet deformiranja, detaljno napisan, je:

GI GI GI

pl p2 p2
MA T MA _ Ml —
4,0625 2,0736 2,0736
0,728 407M , =0,482253M,= M, =0,662 065M, =1324,13 Nm.

MAL1+MA(L2_L1) ]\41(142_L1):0:>

(110)
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Sada mozemo nacrtati dijagram momenta uvijanja po $tapu koji je prikazan
na slici 7.20.

A B AV Cho
- e
675,87 Nm
% HEEIyya
132413 Nm

Slika 7.20. Raspodjela momenta uvijanja po $tapu
Prema kriteriju ¢vrstoce provjerit ¢emo, tj. ograniciti najvece naprezanje na
dijelu A-B prema djeluju¢em momentu M, prema:

M, 1 13241
a:—iiﬁ Toop = —i—jgﬂjw<wm:
I, 2 7 4,0625d

o (111)
d3>321324130-0,75 d s 321324130-0,75 — 25,5 mm.
7 4,0625-150 74,0625-150
Za dio B-C prema kriteriju ¢vrstoc¢e dobivamo:
=M b2 3 P8 64150
1p2 2 7Z'2,0736d (112)
£>30 675870-0,6 o d >3 675870-0,6 — 23,68 mm.
72,0736-150 7 2,0736-150

Prema Kkriteriju krutosti provjerit ¢emo, tj. ograniciti najvece relativho
uvijanje, tj. relativni kut uvijanja na dijelu A-B prema djeluju¢em momentu M,
prema:

M, 1324,130 1,87
G=—"<8, = S o< =

G b 8:-10"74,0625d" 180 (113)
4 32-1324,130-180 1324,130-180
= 10 2 :>d>432 10 2

8-10" 7" 4,0625-1,8 8:10" 7" 4,0625-1,8

pl

=0,0339 m.
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Za dio B-C prema kriteriju krutosti dobivamo:

M 675,87 1,8
G=—5< G, =32 o< LN

GI, 81077 2,0736d 180 (114)
Jts 32-675,87-180 :d>4{/ 32-675,87-180 ~0,0339 m,

8-10"7°2,0736-1,8 8-10"7°2,0736-1,8

Vrijednost promjera koji zadovoljava sve kriterije najveci je od izracunatih u
jednadzbama od (111) do (114), $to je 33,9 mm. To nam daje promjere $tapa po
dijelovima kako je kotirano na slici 7.21.

7 N

034 051 ] o4l

Slika 7.21. Promjeri §tapa
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8. SAVIJANJE TANKIH RAVNIH STAPOVA

Stapovi kao dijelovi konstrukcija i strojeva prikazani na slici 8.1. mogu biti
optereceni poprecnim silama, raspodijeljenim optere¢enjima i spregovima
(momentima savijanja), pa za njih kazemo da su optereceni na savijanje.
Pojednostavljeno prora¢unavanje naprezanja u S$tapovima temelji se na
ogranic¢enjima geometrije koja podrazumijevaju da je Stap ravan, tj. da je njegova
sredis$njica (tezi$nica) ravna, da se poprecni presjek mijenja blago, ili je stalan
po duljini, a da je najve¢a popre¢na mjera presjeka pet ili vie puta manja od
duljine izmedu oslonaca. Takav §tap nazivamo i nosac¢, greda ili konzola, ovisno
o nacinu oslanjanja (osloncima), tj. vezi s okolinom. Uvjet da dio konstrukcije
ra¢unamo kao nosa¢ optere¢en na savijanje, u skladu sa slikom 8.1., zadovoljen
je uvjet A< L/5. Takve nosace zovemo i tanki nosaci. Na slici 8.1.a) prikazan je
nosac, na jednom kraju uklijesten, koji nazivamo konzola, na slici 8.1.b) nosa¢
na oba kraja uklijesten, na slici 8.1.c) nosac na dva zglobna oslonca, koji zovemo
greda, i na slici 8.1.d) prikazan je nosac ili greda s prepustom.

I L L N D VAR S
— /] E—

st~ D at -

e e ) o B E——
IS AT A

Slika 8.1. Nosaci: a) konzola, b) greda s dva ukljestenja,
¢) greda na dva zglobna oslonca i d) greda s prepustom
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Slika 8.2. Stap opterecen na savijanje prije i poslije optereenja

8.1. Povezivanje opterecenja, geometrije i raspodjele naprezanja

Znanstvenicisukrozistrazivanjau 17.118.stoljecu [1] mjerenjem ustvrdilidaje
dovoljno to¢na pretpostavka o deformiranju poprecnih presjeka. Na slici 8.2. to su
dvije vertikalne duzine kroz mjeru h, pri ¢emu ih tijekom deformiranja smatramo
krutim figurama koje se zakre¢u jedna u odnosu na druge. Deformirani polozaj
dvaju susjednih presjeka na slici 8.2. prikazan je plavom bojom. Koordinatni
sustav postavljamo u tezi$nicu nosaca s ishodistem na lijevom kraju nosaca. Os
x je uzduzna, os y je usmjerena iz ravnine crtanja, a 0s z je usmjerena prema
dolje. Deformirani oblik nosaca na slici 8.2. koji je nacrtan zakrivljen, prikazan
je pretjerano zakrivljen kako bi se lakse prikazali parametri promjene geometrije.
Pretpostavka za ovu analizu deformiranja je jednoosno stanje naprezanja, tj.
postoji samo komponenta naprezanja c,_koja je posljedica djelovanja sprega oko
osi y, oznacenog s M . TeZi$nica, koja je pocetno ravna, prelazi u kruznicu radijusa
zakrivljenosti p jer su uvjeti deformiranja na promatranom dijelu nosaca stalni
na svakom presjeku — djeluje isti spreg (moment savijanja). Pretpostavljamo da
nosac ima isti poprec¢ni presjek, da je materijal svugdje istih svojstava, homogen
i izotropan i da ¢e se svaki presjek stoga zakrenuti za isti kut. Dva bliska presjeka
gore na slici 8.2., razmaknuti za dx, prilikom deformiranja zakrenu se za d¢.
Na tezi$nici pretpostavljamo da je naprezanje jednako nuli, stoga ¢e sve duzine
na tezisnici prije i poslije deformiranja imati istu duljinu. To ¢emo iskoristiti za
povezivanje d¢ i radijusa zakrivljenosti p prema:

dx = pdg. (115)
Na razli¢itim mjestima po presjeku promjena duljine dx pocetne zamisljene

duzine A B, povezana je preko radijusa zakrivljenosti teziSnice jer deformirani
oblik duzine A B, ima radijus zakrivljenosti p+z pa dobivamo:

I(AB,))=(p+z)de. (116)
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Duljinsku deformaciju odredit ¢cemo kao omjer promjene duljine duzine A B,
i pocetne duljine duzine A B :
+z)dep-pd
gx(z):(p 2)dp=pdp 2 (117)
pdo p

Prema Hookeovom zakonu za jednoosno stanje naprezanja slijedi da je

o,=¢ E=Ez/p. Nadalje moZzemo povezati optereCenje, spreg (moment
savijanja) M, i geometriju nosaca u vidu visine i irine (oblika) presjeka. To (emo
posti¢i postavljanjem elementarne male sile dF na maloj povriini omedenoj
tockama A C, i po $irini odgovaraju¢im tockama, na istoj koordinati z, ili B,D,,

pa ¢emo dobiti: dF, =0 ,d4 =Ezb(z)dz/ p. Svaka elementarna sila ima krak z
prema osi y koju zovemo neutralna os zbog naprezanja koje je nula na z = 0, pa

stvara elementarni moment savijanja dM = dF,z = Ez’b(z)dz / p. Zbrajanjem tih
elementarnih momenata dobivamo:

IdMy= J‘Ezzb(z)dz/p = E'[zzb(z)dz =£Iy =M
y y P P
Ovdje nije detaljno opisan izracun momenta tromosti povrsine presjeka I jer
je to bila tema u jednom od prethodnih poglavlja. Analizom dobivamo poveznicu
vanjskog opterecenja i geometrije. Zasad ¢emo radijus zakrivljenosti tezi$nice,
koju zovemo i elasticna linija, iskoristiti samo za izracunavanje raspodjele
naprezanja po presjeku:

(118)

pr

ELYL 525K, (119)
p 1, P,

Iz jednadzbe (119) vidimo da je linearna raspodjela naprezanja po visini
presjeka najveca na najudaljenijem dijelu presjeka od tezi$nice. Razliciti oblici
presjeka daju razlicite linearne raspodjele naprezanja, a primjeri bez konkretnih
brojeva prikazani su na slici 8.3.

Oy Oy Oy
| |
Y y y
1A =173
z z zZ
a) b) C)

Slika 8.3. Raspodjela naprezanja po presjeku nosaca: a) I profil,
b) T profil i c) simetri¢na elipsasta cijev
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8.2. Dimenzioniranje nosaca

Primjer 8.1. Dimenzioniranje konzole

Za nosa¢ (konzolu) prema slici 8.4. potrebno je odrediti presjek, tj.
dimenzionirati. Presjek je pravokutni s omjerom stranica h/b = 4.
Zadano je: F=2000 N, L =1000 mm, o =220 N/mm’ f = 1,5.

P F

Slika 8.4. Konzolni nosac opterecen silom na kraju

Za dimenzioniranje nam treba raspodjela opterecenja, §to je za savijanje
prvenstveno moment savijanja. Uslijed savijanja u materijalu se javlja reakcija
koju zovemo - normalna komponenta naprezanja. Raspodjela momenta
savijanja prikazana je na slici 8.5. bez detalja oko crtanja i odredivanja predznaka.
Za nosa¢ s konstantnim poprecnim presjekom trazimo presjek s najvec¢im
iznosom momenta savijanja, pozitivnim ili negativnim, a za duktilne materijale
je jednako $to se tice dimenzioniranja. Za ovaj konzolni nosac taj kriti¢ni presjek
je ukljestenje. Dimenzioniramo postavljajuci ogranicenje da je najvece normalno
naprezanje jednako dopustenom prema:

O_max22000000ﬁ:2000000<o_®p:ﬁ:ﬁzl%,é’
L 2w f L5
> 2
g b _b(4b)" 2000000 . 62000000 _ (120
7 6 6 146,6 16 146,6
b= 22990000 17 528 mm =18 (20) mm, b=4-18 (20)="72 (80)mm.
16 146,6
. F
Z L4
_____._h______._
i b "
z
—
= 2 000 Nm

Slika 8.5. Raspodjela (dijagram) momenta savijanja za konzolu
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U rjeSenju su navedene vrijednosti ,izvan” zagrade, b x h = 18 x 72 mm, i
u zagradi 20 x 80 mm. Razlog je u tehnologiji izrade, tj. poluproizvodu koji bi
mogao biti primijenjen za izradu ovakve konzole. Ako je to vruce valjani profil,
onda je dobavljiva debljina 20 mm, a ako je lijevani, kovani, presani ili sl., onda je
moguca i debljina od 18 mm.

Primjer 8.2. Dimenzioniranje grede s prepustom

Za nosa¢ prema slici 8.6. potrebno je odrediti presjek, tj. dimenzionirati.
Presjek je pravokutna cijev od konstrukcijskog celika St37 (S235), omjera visine i
sirine 2:1. Debljina stijenke je proizvoljna. Zadano je: M, = 2000 Nm, F, = 10 000
N, L = 1200 mm, 6, = 235 N/mm? f = 1,5.

A/\ B C D

¥
M, % - 0L £
2L

Slika 8.6. Greda s prepustom opterecena silom i spregom

Za izracun naprezanja potrebna je raspodjela momenta savijanja po nosacu.
Na slici 8.7. prikazan je dijagram momenta savijanja.

A/\ B C D

MF K WAN

z NP

G‘j 2 000 Nm

2 000 Nm

Slika 8.7. Raspodjela momenta savijanja za gredu s prepustom

Materijal zadan za nosa¢ ima jednaka svojstva pri rastezanju i sabijanju, a
pravokutna cijev je simetri¢an profil $to znaci da ¢e jednak iznos naprezanja biti na
vanjskoj povrsini, iznad i ispod tezisnice, pa mozemo zanemariti predznak momenta
savijanja i uzeti samo ekstremne vrijednosti. Budu¢i da imamo dva ekstrema funkcije
momenta savijanja, mozemo zakljuciti da je za prora¢un najveeg naprezanja
mjerodavan iznos od 2000 Nm. Pravokutne cijevi su standardiziran proizvod
valjaonica pa dolaze s debljinama stijenke u koracima pocevsi od 1,5 mm, 2 mm,
3 mm itd. Debljina stijenke je jako povezana s popre¢nim mjerama pa je primjerice
moguce nabaviti 50 x 25 mm vanjske mjere s debljinom stijenki 1,5, 2 i 3 mm.
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Za dimenzioniranje ovakvog nosaca potrebno je provjeravati dostupne mjere iz
kataloga nekog proizvodaca crne metalurgije. Najvece naprezanje izracunat ¢emo i
ograniciti prema:
5, = 2200000 0010000§<ad0p =%=21i55=156. (121)
¥ K ’

Za odabir profila mozemo primijeniti pristup pokusaj — pogreska (predictor —
corrector) budu¢i da ne mozemo lako prikazati rjesenje za debljinu i visinu profila
kao jednadzbu. Princip ili metoda pokusaj — pogreska se temelji na odabiru skupa
parametara ili varijabli koje sudjeluju u rjeSenju, u nasem slucaju visine i debljina
stijenke, jer je Sirina pola visine. Onda racunamo uvjet ¢vrstoce, tj. najvece
naprezanje na tom profilu. U opéem slucaju odabrani profil bit ¢e ili nedovoljan
za zadano opterecenje ili prekomjeran. Prihvatljivo je za usvajanje profila razlika
od 10 % od zadovoljavanja uvjeta ¢vrstoce, tako da je omjer dopustenog i najveceg
naprezanja jednak 1,1 f.. U tablici 1 prikazani su rezultati proracuna profila.

Tablica 2. Iterativno ra¢unanje naprezanja za pravokutnu cijev

h, mm s, mm Iy, mm* O, 1 N/mm? fs
60 3 225072 266,58 <1,5
60 4 282 219 212,6 <1,5
80 3 558 532 143,23 1,63

Primjer 8.3. Dimenzioniranje nosaca s T presjekom
Za nosa¢ prema slici 8.6. potrebno je odrediti presjek, tj. dimenzionirati.
Presjek je profil prikazan na slici 8.8. Materijal ima lomnu ¢vrstocu pri rastezanju

o, =150 MPa i pri sabijanju o} =200 MPa. Zadano je: f, = 1,5.

8¢ T 5,8153t
t Y 2,14117t

104 p
z1 a) b)

Slika 8.8. T profil: a) parametarske mjere i b) polozaj tezista
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Materijal ima razli¢ita svojstva pri rastezanju i sabijanju pa ¢emo
zato svaku od vrijednosti lomne cvrsto¢e podijeliti s trazenim faktorom
sigurnosti te dobiti dopustena naprezanja pri rastezanju i sabijanju.

Gy =01 1 f,=150/1,5=100 MPa, o,,,, = ot / f.=200/1,5=133 MPa. Moment
tromosti presjeka izracunat ¢emo kao jednadzbu jer su zadani omjeri u geometriji

preko parametra t.

_10t2-(—0»5f)+7f2'(_4’5t)—_2 1471y, =0
Zr = 102> +7¢ ST

s (122)
1= %+7¢2.(4,5z—2,147t)2 {

10t

+10¢° -(0,5t—2,147t)2} =

67,34t* +27,96t* =95,3t*.

Nakon toga moramo gledati mjesta na nosacu na kojima su ekstremne
vrijednosti momenta savijanja te raspodjelu naprezanja na tim presjecima. Dva
su presjeka s ekstemnim vrijednostima momenta savijana, i to su presjeci (tocke)
A'iC, ukojima je moment savijanja 2000 Nm u presjeku A pozitivnhog predznaka,
a u presjeku C negativnog. Razliciti predznaci momenta savijanja znace da
je pozitivho naprezanje na razli¢itim stranama presjeka gore odnosno dolje.
Raspodjelu naprezanja u kontekstu predznaka, ali ne i vrijednosti, jer nemamo
vrijednost parametra f, mozemo predvidjeti prema dijagramu momenta savijanja
na slici 8.7. Na slici 8.9. prikazana je raspodjela naprezanja kvalitativno na dva
presjeka s ekstremima momenta savijanja.

- +

T | O, T Ox

Py ] /® Py ] _
z| presjek A z1 presjek C

Slika 8.9. Kvalitativna raspodjela naprezanja po T presjecima

Dimenzioniramo presjek prema Kkriterijima cvrstoce u oba presjeka.
Postavljamo uvjete tako da je dopusteno naprezanje manje od najveceg u
pojedinim dijelovima (to¢kama) presjeka prema:
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presjek A: M, =2 000 000 Nmm =

z=-5853t=0 = M(—S,SS%) <133=1¢=11,5 mm,
59,3t
z=214Tt=o0 = M(LM%) <100 =¢=9 mm,
’ 59,3¢ (123)
presjek C: M, =-2000 000 Nmm =
z=-5853t=o0, = M(—s,ssy) <100=¢=12,55 mm,
59,3t
2
z=2147t=0, = ‘%(2,14%) <133=1¢=8,2 mm.

Na temelju rjeSenja iz (123) moZemo nacrtati presjek u mjerilu, kao na slici
8.10. Materijali koji nemaju istu ¢vrstocu pri rastezanju i sabijanju, reda veli¢ine
200 MPa, ¢esto su ljevovi, sivi lijev, nodularni lijevisl., zbog kojih moramo dodatno
razmisljati o tehnologi¢nosti izvedbe presjeka, pa je slika 8.10. samo simboli¢an
prikaz mjera, ne nuzno i konacni oblik. Materijali nejednolike ¢vrstoce pri sabijanju
i rastezanju su i kompoziti, no Cesto vece ¢vrstoce od navedenih u primjeru. U
njhovom slucaju treba razmisljati o izvedivosti presjeka, tj. tehnologi¢nosti.

|
13 |
1 104

!

137
130 1

Slika 8.10. Poprecni T presjek nosaca

Jedan drugaciji nacin proracuna uvjeta ¢vrstoce za materijale koji imaju
jednaku ¢vrstocu pri rastezanju i sabijanju te za dvostruko simetri¢ne presjeke
je izra¢unavanje momenta otpora presjeka, $to je samo drugacije zapisan oblik
izracuna najvece vrijednosti naprezanja prema:

o oM M M L 2 (124)
L (L/20) W77 Zp  h

Primjer 8.4. Dimenzioniranje nosaca od standardnog vruce valjanog I profila

Za nosa¢ prema slici 8.6. treba odrediti presjek, tj. dimenzionirati. Presjek je
standardni I profil. Materijal je konstrukcijski ¢elik St37 (§235). Zadano je: o =
235 MPa, f = 1,5.
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Za odabir profila uzet ¢cemo podatke o momentu otpora koji nam je minimalno
potreban za zadovoljavanje uvjeta ¢vrstoce. Iz momentnog dijagrama ocitat
¢emo najveci apsolutni iznos momenta savijanja, 2 000 000 Nmm, s dopustenim
naprezanjem od 156 MPa pa ¢emo dobiti potreban moment otpora prema:

M, 2000000
> =

f =12820 mm’. (125)
Cgop 156

Nakon toga ¢emo iz tablice podataka za I profile (prema DIN 1025-1:1995-
05) traziti jedan oblik I profila IPE. IPE AAA 80 je prvi najmanji profil koji

zadovoljava kriterij za moment otpora pa dobivamo , =15,23-10° mm®. Profil
IPE AAA 80 prikazan je na slici 8.11.

L 4

"

3

78

Slika 8.11. Presjek IPE AAA 80

Primjer 8.5. Dimenzioniranje nosaca s prepustom

Nosa¢ prema slici 8.12. potrebno je dimenzionirati kao pravokutnu cijev
proizvoljne debljine stijenke. Materijal je konstrukcijski celik St60 (S355). Zadano
je: o, =355 MPa, g, = 5 N/mm, M = 1000 Nm L = 2000 mm, h/b =2, f = 1,5.

4, + M,
e =i
1050 T L v
\

Slika 8.12. Nosa¢ s prepustom opterecen raspodijeljenim
opterecenjem i spregom
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Prvi korak u dimenzioniranju je izratun optereenja, $to je za nosace
opterecene na savijanje, moment savijanja. Budu¢i da ocekujemo raspodjelu
momenta savijanja kao krivulju po dijelovima nosaca razlic¢ito opisanu (odnosno
krivulja momenta savijanja ima lom na mjestu oslonca B), onda je korisno najprije
izraCunati i nacrtati raspodjelu poprecne sile Q . Za te potrebe trebamo izracunati
reakcije u osloncima. Pomo¢ pri racunanju reakcija moze biti ,razlaganje”
opterecenja, tj. primjena principa superpozicije, buduéi da pretpostavljamo
da je linearna veza opterecenja i reakcija, kao i ostalih unutrasnjih veli¢ina u
nosacu, kao npr. momenta, pomaka itd. To ukratko znaci da je ukupna reakcija
u promatranom osloncu, npr. B, jednaka zbroju reakcije u tom osloncu (ako
promatramo samo opterecenje g, i samo M, ). Crtanje dijagrama je takoder malo
lakse ako tako pristupimo. Bez prikaza detalja izracuna, reakcije u osloncima su:
RP=11250+500= 11750 N prema gorei R “= 3750 - 500 = 3250 N prema gore.
Iz toga slijede dijagrami prikazani na slici 8.13.

qO vl 0
A el — W
B
‘ 0,5L % L b
6 250
q
I 0! N
5 000 500 3750
....... ......mnnnHQ;'{N
1 406,25 @
2 500 1 000

..... |||\|||IIII\|||||||||||||ﬂaJ.|MqNm
¥

% 1 000
W M, Nm

Slika 8.13. Dijagrami poprecne sile i momenta savijanja

Na dijagramu momenta savijanja kotirana je vrijednost ~2050 Nm, koja
je nastala zbog pribliznog zbrajanja krivulje parabole uslijed g, i pravca uslijed
M, graficki, umjesto analiticki. Moguca je greska od oko 30 Nm, no to i dalje
ne mijenja tocan podatak, kao dominantan u prorac¢unu, dimenzioniranju,
od 2500 Nm na mjestu oslonca B. Budu¢i da je primijenjen materijal s
duktilnim svojstvima, odnosno konstrukcijski celik, biramo mjesto s najvecom
apsolutnom vrijednosti momenta savijanja, a ne uzimamo u obzir predznak.
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Zatim dimenzioniramo pravokutnu cijev s unaprijed odabranom debljinom stijenke
prema najve¢em momentu savijanja. Za ocekivane mjere cijevi 80/40 odabrat ¢emo
debljinu stijenke od najmanje 3 mm, za mjere preko 100/50 debljinu stijenke od
najmanje 4 mm i sl. Dalje prora¢unamo minimalni potrebni presjek kako je
prikazano u tablici 3.

Tablica 3. Mjere pravokutnog profila za nosa¢

h, mm b, mm s, mm I, mm* © 5 mav 2N / f
y mm s
60 30 3 225072 3332 <1,5
100 50 4 1441 259 86,7 4.1
80 40 3 558 532 179,0 1,98

Primjer 8.5. Dimenzioniranje nosaca s Gerberovim zglobom

Za nosa¢ prema slici 8.14. potrebno je dimenzionirati zasebno dva dijela
nosaca s Gerberovim zglobom. Presjek je pravokutna cijev. Presjeci trebaju
biti odabrani tako da je za desni dio nosaca trostruko ve¢i moment tromosti
presjeka nego za lijevi jer je on pretpostavljeni uvjet za kasnije proracunavanje
deformiranja nosaca. Materijal je konstrukcijski celik St60 (S355). Zadano je: o,
=355 MPa, g, = 2 N/mm, L = 2500 mm, h/b =2, f = 1,5.

W T TITTIITTITIN
M1 % g

‘\TW 2L ”

Slika 8.14. Nosac s Gerberovim zglobom

Prvi korak u rjeSavanju ovog primjera je odredivanje reakcije veza. Na slici
8.15. ucrtane su pretpostavljene reakcije u rubovima lijevog dijela nosaca. Budu¢i
da na ovaj nosac djeluju tri reakcije veza, sila u tocki A te sila i moment u tocki
C, za odredivanje reakcija, osim dvije nezavisne jednadzbe ravnoteze, trebamo
dodatnu jednadzbu. Ta dodatna jednadzba dolazi iz uvjeta da je moment savijanja
jednak nuli u Gerberovom zglobu, to¢ka B. Reakcije ¢emo odrediti promatrajuci
ravnotezu lijevog dijela nosaca, odnosno silu u Gerberovom zglobu, i pomocu te
sile odrediti reakcije na desnom dijelu nosaca.

% B
A O
(R A

Slika 8.15. Ravnoteza lijevog dijela grede
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Za zami$ljeno osloboden lijevi dio nosaca jednadzbe ravnoteze i reakcije su:

Y F.=0=F, +F,=qlL,
I I I (126)
dDM,=0=>FL+ql==0=F,=q,—=F, =q,—.
2 2 2
Za desni dio nosaca koristimo suprotno usmjerenu silu F, prema principu
akcije i reakcije pa izra¢unavamo reakcije u osloncu C, kako su prikazane na slici
8.16.
ZFZ =0= I :%£+FB = I :‘Io£>
2 4 (127)
L LL r
M.=0=>M . =F,—+q,——=>M.=q,—.
z c ¢ 49 24 c =4 4

SRR

Bo — — — — —
z A
z L E

Slika 8.16. RavnoteZza desnog dijela grede

Na osnovi reakcija veza, nacrtat ¢emo dijagram momenta savijanja koji je
prikazan na slici 8.17.

4, %
e ——
z 2L
LTI M
%Lz ~FP Il ¥y
qo > N\

Slika 8.17. Momentni dijagram grede

Nakon izrac¢unate raspodjele opterecenja, tj. momenta savijanja, moZemo
dimenzionirati nosa¢. Analogno dimenzioniranju nosaca u prethodnom primjeru,
rezultati trazenja pravokutnog profila prikazani su u tablici 4. Mala je razlika u
razli¢itim najve¢im vrijednostima momenta savijanja u lijevom i desnom dijelu
nosaca te razli¢itim momentima tromosti presjeka. Najve¢i moment savijanja na
lijevom dijelu nosaca je (My’max)1 =0,125-2-2 500° = 1 562 500 Nmm, a na desnom
dijelu nosaca (My’max)“l =2.2500% =12 500 000 Nmm.
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Tablica 4. Mjere pravokutnog profila za lijevi dio nosaca

(0 )l’ (O )d)

4 X, max X, max

h, mm b, mm S, mm Iy’ mm N/ 2 N/ 2 ’s
100 50 5 1736 667 44,99 7,89

Tablica 5. Mjere pravokutnog profila za desni dio nosaca

(G )1’ (G )d’

4 X, max X,max

h, mm b, mm S, mm Iy, mm N/ 2 N/ 2 fs
140 70 5 5021 667 174,25 2,04

Zadani omjer momenta tromosti presjeka lijevog i desnog dijela nosaca za
prikazane mjere pravokutnih profila nije moguce to¢no zadovoljiti, ve¢ samo
priblizno, pa je omjer (Iy)d/(Iy)1 = 2,89. Uz slobodni izbor momenta tromosti
svakog dijela moguce je postici bolje iskori$tenje presjeka.

8.3. Posmi¢no naprezanje pri savijanju

Kada postoji popre¢na sila na nekom presjeku nosaca, ona tada ima
djelovanje ,,odreza” ili smicanja, pa materijal na takvu akciju ,,reagira” posmi¢nim
naprezanjem u ravnini presjeka. U koordinatnom sustavu dosad koristenom za
Stapove (nosace) gdje je os x uzduzno, a os z poprec¢no prema dolje (tj. pozitivan
smjer osi z poklapa se sa smjerom gravitacije), u popre¢nom presjeku ucrtavamo
posmi¢nu komponentu naprezanja t_. Detalje o izvodenju jednadZzbe za izracun
posmi¢ne komponente naprezanja t_ moguce je vidjeti u literaturi [1]. Jednadzba
za izracun t_ oblika je:

. (128)
Xz b]

y

U jednadzbi (128) Q, je poprecna sila na presjeku, konstanta za taj presjek,
S, je staticki moment povrs$ine, umnozak plostine promatrane povrsine, kako je
prikazano na slici 8.18.a), i udaljenosti tezista te povrsine do osi koja je oznacena
u indeksu, b je Sirina presjeka na mjestu racunanja posmicne komponente
naprezanja, a I je aksijalni teZi$ni moment tromosti presjeka prema osi iz indeksa.
Raspodjela posmi¢ne komponente naprezanja simboli¢no je prikazana na slici
8.18.b). Znacajno je da se posmi¢na komponenta mijenja od nule na slobodnim
povr$inama nosaca, plohi (gornjoj i donjoj), primjerice I profila, te da ima najvecu
vrijednost u tezistu i skokovite promjene na mjestima (visini) skokovite promjene
$irine profila, kakav ima shematizirani I profil koji crtamo kao 3 pravokutnika.
Na slici 8.19.a) prikazan je standardni vruce valjani profil IPE AAA 80.
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Iako nema samo 3 pravokutnika kao osnovne dijelove svog presjeka, ima samo
postupni prijelaz sa Sirine pojasnog dijela Sirine 46 mm na prijelazni radijus
$irine 3 + 2 x 2 = 7 mm, $to je opet skok. Na dijagramu na slici 8.18.b) prikazana
je raspodjela posmic¢nog naprezanja kao da je skok sa $irine 46 mm na $irinu

rebrenog dijela 3 mm. Sto je tanji rebreni (uspravni) dio I profila, to je vece
posmicno naprezanje.

| Ty
v | Td2)
2| B = Y
:ti:\\\ \\\\\i\& 1
s 1,50/A
7 ' z ' ) _£,
a) b)
Slika 8.18. Posmi¢na komponenta naprezanja po pravokutnom presjeku:
e 23
| f sz
| > ‘ - | L J
: g
\ TXZ(Z ) ﬁ
y 1 37 e —
T T
Zyy 1511 I
—/ )l
—N———— [ TV
16 38,2
L7244J6 z 48,5

a) staticki moment povrsine i b) raspodjela naprezanja

Slika 8.19. Posmi¢na komponenta naprezanja po I profilu:
a) racunanje statickog momenta povrsine i txz, b) raspodjela naprezanja
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8.4. Optimiranje profila nosaca

U mnogim primjerima nosaca opterecenje djeluje tako da je raspodjela
momenta savijanja promjenjiva po duljini nosaca pa je ¢ak u slucajevima grede
na dva zglobna oslonca, u osloncima bez sprega, moment savijanja jednak nuli.
Dosad smo koristili jednolik presjek za ¢itav nosac i primijenili uvjet ¢vrstoce
(O pax < Tgop) 22 normalnu komponentu naprezanja u najopterecenijem presjeku
kao mjerodavnom za cijeli nosa¢. Time smo dobili predimenzioniran nosa¢ na
nekim mjestima, no ujedno jednostavniji i jeftiniji, jer je vruce valjani profil po
kilogramu mase jeftiniji od onog izradenog nekom od tehnologija preoblikovanja
ili spajanja. Medutim, ponekad je presudna masa (tezina) nosaca pa ¢e stoga na
jednom primjeru biti prikazano optimiziranje presjeka, ali ne i tehologi¢nost
izrade takvog presjeka (nosaca).

Dodatno, za optimiziranje nosaca na svim mjestima, moramo dodati uvjet
¢vrstoce (zadovoljavanje) posmi¢nog naprezanja jer na mjestima gdje je moment
savijanja jednak nuli ne mozemo imati nulti presjek, ve¢ moramo kombinirati
normalno i posmi¢no naprezanje. Posmi¢no naprezanje je najvece tamo gdje je
normalno naprezanje najmanje pa je dovoljan jedan od kriterija za jedan presjek.

Primjer 8.6. Dimenzioniranje konzole

Za nosa¢ prema slici 8.20. treba odrediti optimalnu visinu presjeka
pravokutnog profila Sirine 10 i 20 mm. Materijal nosaca je S235. Zadano je: F =
5000 N, L =300 mm, f = 1,5.

) F
Z \
\ ‘}Zi, [ 7 D
L b !
zZ
L= 57000 Nm

Slika 8.20. Konzola s raspodjelom momenta savijanja

Primjenjujudi kriterij normalnog naprezanja, tj. ogranicavaju¢i normalnu
komponentu naprezanja dopustenim naprezanjem, dobivamo vrijednost debljine
nula na kraju gdje je moment savijanja jednak nuli. Svugdje imamo i popre¢nu
unutradnju silu Q, koja uzrokuje posmic¢no naprezanje t_ koja je kriterij za
dimenzioniranje. Za kona¢nu mjeru presjeka uzimamo mjere vece od potrebnih
za zadovoljavanje uvjeta normalnog i posmi¢nog naprezanja. To se s odabranom
$irinom od 10 ili 20 mm svodi na odabir visine kao funkcije polozaja. Minimalna
visina pravokutnog profila za zadovoljavanje uvjeta normalne i posmicne
komponente naprezanja odredena je sljede¢im jednadzbama:
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5

,(x)|=5000(300 - x) Nmm,

M
O-x,max = ‘ - (X)‘ < O-dop = VVJ/ (x) > ‘ - (X)‘ B
Wy (x) O-dop
2
bi(x) _5000(300-x) _ .. (x)= \/6 -5000(300 - x) m,
6 156 156b
0. (x)|=5000 N,
S
sz (Z)=M<Tdop = O-dop _>(sz) 2155Qz D
b(Z)[y 2 max A

1,5%<%: bh™ (x) _30 o (x) O
2 Caop 156b

(129)

U jednadzbama (129) uzeta je vrijednost za dopusteno posmi¢no naprezanje

prema literaturi [1]. Iz prethodnog primjera uzimamo da je najveca vrijednost
posmi¢nog naprezanja za pravokutni presjek na sredini visine, u tezistu, i ima
vrijednost 1,5 puta prosjecnog naprezanja, izracunatog kao Q /A. Rezultate cemo
dalje prikazati kao skup podataka visine za odabranu $irinu profila u obliku
tablice, a zatim kao krivulje konture u tablici 6. U krajnjem desnom stupcu, s

oznakom x = 300 mm, prikazane su visine prema posmi¢nom naprezanju.

Tablica 6. Kontura (visina h, mm) pravokutnog profila kao funkcija polozaja

na nosacu
X, mm 0 50 100 150 200 250 300
b=10 mm 77,5 70,7 63,2 54,8 4477 31,6 10
b =20 mm 54,8 50 447 38,7 31,6 22,4 5
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Slika 8.21. Konture konzole s jednolikom ¢vrsto¢om (optimirana visina nosaca)
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\/6-5 000(300 - x)
h (x): mma
h(x)zmax. 156b (130)
hpos (x): 3Qz
156b

Profil dobiven prema kriteriju prikazan je na slici 8.21. Radi bolje predodzbe,
na slucajno odabranim mjestima prikazani su poprec¢ni presjeci za Sirine od 10
mm i 20 mm, u razli¢itim bojama. Krivulje iznad i ispod simetrale (nosac je
simetrican po visini) predstavljaju uvjete prikazane u (130). Ti su uvjeti (nekoliko
tocaka umjesto funkcije) diskretno prikazani u tablici 6. Vidljivo je da je za
vrlo mali dio dominantan kriterij posmi¢nog naprezanja (na slici prikazan kao
pravokutni dio na desnom kraju nosaca).
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